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Aufgabe 1: (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle L

�

osungen (einshlie�lih Vielfahheiten) der folgenden Gleihungen:

a) x2 − 2x + 9 = 2i(x − 1)

Lösung: Bringt man alle mit x behafteten Terme auf die linke Seite und den Rest auf die

rehte, wir die Gleihung zu x2 − (2+ 2i)x = −9− 2i (d.h. p = −2− 2i und q = −9− 2i)

oder

(

x − (1 + i)
)2

− 2i = −9 − 2i. Addition von 2i auf beiden Seiten maht daraus

(

x + (1 + i)
)2

= −9, d.h. x − (1 + i) = ±3i. Die L
�

osungen sind somit 1 + 4i und 1 − 2i.
Da eine quadratishe Gleihung mit Vielfahheiten gez

�

ahlt zwei L

�

osungen hat, sind beides

einfahe Nullstellen.

b) x8 − x7 + x6 − x5 − 2x4 + 2x3 = 0

Lösung: Da man x3 ausklammern kann, ist x = 0 eine dreifahe Nullstelle; die restlihen
f

�

unf Nullstellen sind die des Polynoms f = x5 − x4 + x3 − x2 − 2x+ 2. Das Produkt dieser
Nullstellen ist nah Vi

�

ete gleih −2, und ihre Summe ist eins. Durhprobieren der Teiler

von zwei ergibt

f(1) = 1− 1+ 1− 1− 2+ 2 = 0
f(−1) = −1− 1− 1− 1+ 2+ 2 = 0
f(2) = 32− 16+ 8− 4− 4+ 2 = 18

f(−2) = −32− 16− 8− 4+ 4+ 2 < 0

Eins und minus eins sind somit Nullstellen, ±2 aber niht.

f′ = 5x4− 4x3+ 3x2− 2x− 2 vershwindet f
�

ur x = 1, also ist eins eine doppelte Nullstelle,
und die fehlenden zwei haben Produkt zwei und Summe Null, sind also ±

√
−2 = ±i

√
2.

Die Ausgangsgleihung hat also die L

�

osungen x = 0 mit Vielfahheit drei und x = 1 mit

Vielfahheit zwei, sowie die einfahen L

�

osungen x = −1, x = i
√
2 und x = −i

√
2.

Aufgabe 2: (14 Punkte)

a) Zeigen Sie auf zwei vershiedene Arten, da� die Menge An aller gerader Permutationen

ein Normalteiler der Gruppe Sn aller Permutationen der Menge {1, 2, . . . , n} ist!

Lösung: Da An halb so viele Elemente wie Sn hat, handelt es sih um eine Untergruppe

vom Index zwei, und solhe Untergruppen sind stets Normalteiler.

Au�erdem ist An der Kern der Signatur σ:Sn → {±1}, und Kerne von Gruppenhomo-

morphismen sind stets Normalteiler.

b) Zeigen Sie, da� die von der Transposition (1 2) erzeugte Untergruppe f

�

ur n > 2 kein

Normalteiler ist!

Lösung: Die Konjugation von (1 2) mit (1 3) f
�

uhrt auf (1 3)(1 2)(1 3) = (2 3), was niht
in der von (1 2) erzeugten Untergruppe liegt, denn diese enth

�

alt au�er dieser Transposition

nur noh die Identit

�

at.



) Zeigen Sie, da� der Durhshnitt zweier Normalteiler einer Gruppe G wieder ein Normal-

teiler von G ist!

Lösung: N,M seien Normalteiler von G. Dann ist N ∩ M zun

�

ahst eine Untergruppe

von G, denn sowohl N als auh M enthalten das Neutralelement, und f

�

ur g, h ∈ N ∩M
liegen gh und g−1

sowohl in N als auh in M, also im Durhshnitt. F

�

ur g ∈ N ∩M und

h ∈ G shlie�lih liegt gh
sowohl in N als auh in M, da beides Normalteiler sind, und

damit ist gh ∈ N ∩M, d.h. auh N ∩M ist ein Normalteiler.

d) Zeigen Sie, da� Sn f

�

ur n ≥ 5 keinen zyklishen Normalteiler (au�er {id}) hat!

Lösung: Ist N ein zyklisher Normalteiler von Sn, so ist N∩An nah ) ein Normalteiler

von An. Da An f

�

ur n ≥ 5 eine einfahe Gruppe und niht zyklish ist, kann N ∩ An

daher nur aus der Identit

�

at bestehen. Somit enth

�

alt N abgesehen von der Identit

�

at nur

ungerade Permutationen; da das Produkt zweier ungerader Permutationen gerade ist, kann

N h

�

ohstens eine ungerade Permutation enthalten. Deren Quadrat mu� daher die Identit

�

at

sein; in der Darstellung als Produkt elementfremder Zykeln ist sie also ein Produkt von

Transpositionen. Falls sie gleih einer Transposition (a b) ist, zeigt das gleihe Argument

wie in b), da�N kein Normalteiler sein kann, denn f

�

ur c /∈ {a, b} ist (a c)(a b)(a c) = (b c).
Falls sie ein Produkt mehrerer Transpositionen ist, l

�

a�t sie sih shreiben als (a b)(c d)π,
wobei a, b, c, d vier vershiedene Zahlen sind und π Produkt von Transpositionen, in

denen keine dieser vier Zahlen vorkommt. Da elementfremde Transpositionen miteinander

kommutieren, ist

(a c)
(

(a b)(c d)π
)

(a c) = (a d)(b c)π ,

was niht in N liegt. Somit ist auh dieser Fall ausgeshlossen, d.h. N besteht nur aus der

Identit

�

at.

e) F

�

ur welhe m < n ist Sm ein Normalteiler von Sn ?

Lösung: F
�

ur m = 1 enth

�

alt Sm nur die Identit

�

at, ist also Normalteiler in jeder Sn. F�ur

m > 1 ist Sm nie Normalteiler einer Sn mit n > m, denn (1 2)(1 n) = (1 n)(1 2)(1 n) =
(2 n) liegt niht in Sm.

f) Zeigen Sie, da� S3 isomorph zur Diedergruppe D3 ist und da� diese Gruppe einen zykli-

shen Normalteiler hat!

Lösung: Die Diedergruppe ist die Gruppe aller Symmetrien eines gleihseitigen Dreieks.

Eine solhe Symmetrieoperation ist eindeutig bestimmt durh ihren E�ekt auf die Eken;

dies ergibt einen Homomorphismus D3 → S3, der jeder Symmetrieoperation die von ihr

verursahte Permutation der drei Eken zuordnet. Umgekehrt l

�

a�t sih zu jeder Permu-

tation der drei Eken eine Symmetrieoperation �nden: Bei der Identit

�

at ist das klar, f

�

ur

Transpositionen ist es die Spiegelung an der Mittelsenkrehten der beiden vertaushten

Eken, und die beiden Dreierzykeln aus S3 lassen sih durh die Drehungen um 120◦ und
240◦ realisieren. Somit ist der Homomorphismus ein Isomorphismus.

Aufgabe 3: (7 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Der Ring der ganzen Zahlen modulo einer nat

�

urlihen Zahl n ∈ N ist genau dann ein

K

�

orper, wenn n eine Primzahl ist.

Lösung: Ist n keine Primzahl, so gibt es Zahlen 1 < a, b < n mit n = ab. In Z/n ist dann

das Produkt der Restklassen von a und b gleih Null, obwohl beide von der Nullklasse

vershieden sind. Somit kann Z/n kein K

�

orper sein.

Ist dagegen n eine Primzahl und a Repr

�

asentant einer Restklasse ungleih der Nullklasse,

so ist a kein Vielfahes von n, also teilerfremd zu n. Mit dem erweiterten Euklidishen

Algorithmus lassen sih daher b, c ∈ Z �nden mit 1 = ggT(a,n) = ab + cn, und in Z/n
ist das Produkt der Restklassen von a und b die Klasse der Eins. Somit hat jedes Element

ungleih Null ein multiplikatives Inverses, der Ring Z/n ist also ein K

�

orper.



b) Geben Sie die Einheitengruppe (Z/12)× explizit an! Ist diese Gruppe zyklish?

Lösung: Die Einheitengruppe besteht aus allen Klassen, deren Elemente teilerfremd zu

zw

�

olf sind, die also weder durh zwei noh durh drei teilbar sind. Das sind die Klassen

zu 1, 5, 7 und 11. Wegen 52 ≡ 72 ≡ 112 ≡ 1 mod 12 ist (Z/12)× niht zyklish, sondern

isomorph zur Kleinshen Vierergruppe.

) Ist die Gruppe (Z/31)× zyklish?

Lösung: 31 ist eine Primzahl, d.h. Z/31 ist ein K
�

orper. Da die multiplikative Gruppe eines

jeden endlihen K

�

orpers zyklish ist, ist auh (Z/31)× zyklish, also isomorph zu Z/30.

d) Bestimmen Sie in (Z/31)× das Inverse von drei!

Lösung: 31 : 3 = 1 Rest 10; daher ist 1 = 31 − 3 · 10, d.h. −10 ≡ 21 mod 31 ist ein

multiplikatives Inverses von drei.

Aufgabe 4: (8 Punkte)

Zur Vorbereitung des Fastnahtsumzugs tre�en sih insgesamt ahtundvierzig Vertreter

der lokalen Vereine Carnevalia und VAF (Verein antialkoholisher Fastnahter) in einem

Restaurant. Die Mitglieder aus dem Vorstand von Carnevalia trinken je ein Glas Sekt

f

�

ur dreizehn Euro, die (etwas zahlreiher ershienenen) sonstigen Mitglieder trinken je ein

Glas Weinshorle f

�

ur f

�

unf Euro, und die VAF-Vertreter je ein Mineralwasser f

�

ur zwei Euro.

Insgesamt kassiert der Wirt 333 Euro, von denen allerdings 33 auf Trinkgelder entfallen.

a) Was k

�

onnen Sie

�

uber die m

�

oglihe (Gesamt-)Anzahl n von anwesenden Carnevalia-Mit-

gliedern sagen?

Lösung: Bezeihnet r die Anzahl der anwesenden Carnevalia-Vorst

�

ande, s die der sonsti-
gen Mitglieder und t die der VAF-Vertreter, so gelten die beiden Gleihungen

r+ s+ t = 48 und 13r + 5s+ 2t = 333− 33 = 300 .

Aufl

�

osen der ersten Gleihung ergibt t = 48− r− s, also ist

13r + 5s+ 2(48− r − s) = 11r + 3s+ 96 = 300 oder 11r + 3s = 204 .

Au�erdem gelten die Ungleihungen r ≥ 1, s > r und t ≥ 1.

Da drei ein Teiler von 204 ist, hat die diophantishe Gleihung 11r + 3s = 204 in Z die

L

�

osung r = 0 und s = 68; da drei und elf teilerfremd sind und 11 · 3− 3 · 11 vershwindet,
ist die allgemeine L

�

osung daher r = 3k und s = 68 − 11k mit einer beliebigen ganzen

Zahl k. F
�

ur k > 6 wird s negativ, also mu� k ≤ 6 sein.

Die Anzahl t = 48 − r − s = 48 − 3k − 68 + 11k = 8k − 20 der VAF-Vertreter kann auh

niht negativ sein, also mu� k ≥ 3 sein. Shlie�lih ist noh

s = 68− 11k > r = 3k =⇒ 68 ≤ 14k =⇒ k < 5 .

Also kommen nur k = 3 und k = 4 in Frage. Die zugeh

�

origen Werte f

�

ur r, s, t und n = r+s
sind in der folgenden Tabelle zusammengefa�t:

k r s t n

3 9 35 4 44

4 12 24 12 36

Somit sind entweder 36 oder 44 Carnevalia-Mitglieder anwesend.

b) Einer der Vorst

�

ande von Carnevalia erw

�

ahnt, da� das regelm

�

a�ige n-Ek zwar niht mit

Zirkel und Lineal konstruierbar sei, wohl aber das regelm

�

a�ige r-Ek und das regelm

�

a�ige

s-Ek, wobei r die Anzahl der anwesenden Carnevalia-Vorst

�

ande bezeihnet und s die der
anwesenden sonstigen Carnevalia-Mitglieder. Was k

�

onnen Sie nun

�

uber n sagen?



Lösung: Das regelm
�

a�ige Neunek ist niht mit Zirkel und Lineal konstruierbar, da 9 = 32

ist, und auh das 35-Ek ist niht konstruierbar, denn 35 = 5 · 7, und sieben ist keine

Fermatshe Primzahl. 12 = 22 · 3 und 24 = 23 · 3 sind dagegen beide Produkt einer

Zweierpotenz mit der Fermatshen Primzahl drei, also sind das regelm

�

a�ige Zw

�

olfek und

das 24-Ek konstruierbar. Das regelm

�

a�ige 36-Ek ist niht konstruierbar, da 36 die Drei

im Quadrat enth

�

alt. (Das 44-Ek ist auh niht konstruierbar, da elf keine Fermatshe

Primzahl ist.) Somit sind 36 Carnevalia-Mitglieder anwesend, zw

�

olf davon Vorst

�

ande, und

zw

�

olf VAF-Mitglieder.

Aufgabe 5: (8 Punkte)

a) Faktorisieren Sie das Polynom f = 12X5 − 48X sowohl in Q[X] als auh in Z[X] !

Lösung: f = 12X(X4 − 4) = 12X(X2 + 2)(X2 − 2). Die beiden quadratishen Polynome

X2±2 sind in Q[X] irreduzibel, da sie sonst rationale Nullstellen haben m

�

u�ten, und X als

lineares Polynom ist ohnehin irreduzibel. Der Vorfaktor zw

�

olf ist sowohl in Q als auh Q[X]
eine Einheit. Die linearen und quadratishen Polynome sind primitiv, also nah Gau�

auh

�

uber Z[X] irreduzibel, allerdings l
�

a�t sih die Zw

�

olf jetzt noh weiter zerlegen; die

vollst

�

andige Zerlegung in Z[X] ist daher f = 22 · 3 · X(X2 + 2)(X2 − 2) .

b) Faktorisieren Sie f auh
�

uber dem K

�

orper K = Q
(√

2
)

!

Lösung: In K[X] ist X2− 2 =
(

X+
√
2
)(

X−
√
2
)

, w

�

ahrend X2+ 2 irreduzibel bleibt, denn√
−2 /∈ K. Die Zerlegung ist somit f = 12X

(

X −
√
2
)(

X −
√
2
)

(X2 + 2), wobei die Zw

�

olf

nat

�

urlih auh in K eine Einheit ist.

) Bestimmen Sie einen Zerf

�

allungsk

�

orper von f !

Lösung: Damit auh X2 + 2 in Linearfaktoren zerf

�

allt, brauhen wie

√
−2 = i

√
2; somit

ist L = K(i) = Q
(√

2, i
)

= Q
(√

2,
√
−2

)

ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f.

d) Bestimmen Sie den Kern und das Bild des Homomorphismus

ϕ:

{
Q[X] → R

g 7→ g
(
√
2
)

!

Lösung: F
�

ur g = adX
d + · · · + a1X+ a0 ist

ϕ(g) =

d∑

i=0

ai

(
√
2
)i

=

[d/2]∑

j=0

a2j2
i +





[(d−1)/2]∑

k=0

a2k+12
k





√
2 ,

liegt also stets in Q⊕Q
√
2. Alle Elemente dieses K

�

orpers liegen im Bild, denn f

�

ur a, b ∈ Q

ist ϕ(bX+ a) = a + b
√
2, d.h. das Bild von ϕ ist Q⊕Q

√
2.

F

�

ur ein g aus dem Kern m

�

ussen die beiden obigen Teilsummen beide vershwinden, denn

sonst w

�

are

√
2 als Quotient zweier rationaler Zahlen darstellbar, also selbst rational. Damit

vershwindet auh g
(

−
√
2
)

, denn das ist derselbe Ausdruk mit minus statt plus zwishen

den beiden Summanden. Somit ist g teilbar durh X +
√
2 und durh X −

√
2, also auh

durh deren Produkt X2−2. Umgekehrt vershwindet ein durh X2−2 teilbares Polynom
an der Stelle

√
2; der Kern von ϕ ist also das von X2 − 2 erzeugte Hauptideal in Q[X].

Aufgabe 6: (5 Punkte)

K/Q sei eine Galoisshe endlihe K

�

orpererweiterung und G = {σ1, . . . , σr} = Aut(K/Q).

a) Zeigen Sie, da� f

�

ur jedes Element x ∈ K die Elemente

N(x) =

r∏

i=1

σi(x) und S(x) =

r∑

i=1

σi(x)



in Q liegen! (Hinweis: Betrahten Sie die Bilder der beiden Elemente unter den σi !)

Lösung: F
�

ur jedes σ ∈ G und x ∈ K ist σ
(

N(x)
)

=
∏r

i=1(σ ◦ σi)(x) = N(x), denn da G
eine Gruppe ist, ist die Abbildung τ 7→ σ ◦ τ bijektiv, so da� die Menge der σ ◦ σi gleih

der der σi ist. Genauso ist σ
(

S(x)
)

=
∑r

i=1(σ ◦σi)(x) = S(x). Da K/Q Galoissh ist und

sowohl N(x) als auh S(x) im Fixk

�

orper der Galois-Gruppe liegen, sind sie Elemente des

Grundk

�

orpers Q.

b) Zeigen Sie, da� jedes Polynom f ∈ Q[X], das in einem x ∈ K vershwindet, auh alle

anderen σi(x) als Nullstellen hat!

Lösung: Sei f = adX
d + · · · + a1X+ a0 mit ai ∈ Q. F

�

ur jede Nullstelle x ∈ K von f ist

f
(

σi(x)
)

= adσi(x)
d+· · ·+a1σ1(x)+a0 = σi(adx

d+· · ·+a1x+a0) = σi

(

f(x)
)

= σi(0) = 0 ,

denn σi(aj) = aj, da alle aj in Q liegen.

) Geben Sie f

�

ur K = Q
(√

2
)

die Zahlen N(x) und S(x) f
�

ur x = a+ b
√
2 explizit an!

Lösung: Da die K
�

orpererweiterung Grad zwei hat, kann es h

�

ohstens zwei Automorphis-

men von K/Q geben. Einer ist nat

�

urlih die Identit

�

at σ0, der andere die Konjugation σ1

mit σ1

(

a + b
√
2
)

= a − b
√
2. Somit ist N

(

a + b
√
2
)

=
(

a + b
√
2
)(

a − b
√
2
)

= a2 − 2b2

und S
(

a+ b
√
2
)

=
(

a + b
√
2
)

+
(

a − b
√
2
)

= 2a .

Aufgabe 7: (12 Punkte)

K sei der kleinste Teilk

�

orper von C, der die Elemente

√
2,
√
6,
√
18 und

√
30 enth

�

alt.

a) Finden Sie eine m

�

oglihst einfahe Q-Vektorraumbasis von K !

Lösung: Da K sowohl

√
2 als auh

√
6 =

√
2 ·

√
3 enth

�

alt, ist auh

√
3 ∈ K. Das Element√

18 = 3
√
2 liegt in jedem K

�

orper, der

√
2 enth

�

alt, ist also

�

uber

�

ussig. Shlie�lih ist√
30 =

√
2 ·

√
3 ·

√
5; da

√
2 und

√
3 in K liegen, liegt also auh

√
5 in K. Somit l

�

a�t sih

K auh einfaher harakterisieren als K = Q
(√

2,
√
3,
√
5
)

.

Da K durh eine Folge von drei quadratishen Erweiterungen aufgebaut werden kann, ist

[K : Q] = 8, die gesuhte Basis hat also aht Elemente. Eine m

�

oglihst einfahe Basis sollte

siher die Eins sowie

√
2,
√
3 und

√
5 enthalten; dazu empfehlen sih noh die Produkte

von je zwei der Quadratwurzeln und das Produkt aller drei, was auf die Basis

1,
√
2,
√
3,
√
5,
√
6,
√
10,

√
15,

√
30

f

�

uhrt.

b) Geben Sie alle Monomorphismen K → C bez

�

uglih der gefundenen Basis explizit an!

Lösung: O�ensihtlih ist so ein Monomorphismus durh die Bilder von

√
2,
√
3 und

√
5

eindeutig festgelegt. Da jeder Monomorphismus σ : Q → C auf Q die Identit

�

at ist und

√
a

Nullstelle des Polynoms X2 − a ist, kann das Bild von

√
a nur

√
a selbst oder −

√
a sein.

Es gibt somit, wie auf Grund der Dimension zu erwarten war, aht Monomorphismen, von

denen wir nur angeben m

�

ussen, ob sie ein Basiselement auf sih selbst abbilden oder auf

sein Negatives:

1
√
2

√
3

√
5

√
6

√
10

√
15

√
30

σ0 + + + + + + + +

σ1 + − + + − − + −

σ2 + + − + − + − −

σ3 + + + − + − − −

σ4 + − − + + − − +

σ5 + − + − − + − +

σ6 + + − − − − + +

σ7 + − − − + + + −



) Bestimmen Sie die Gruppe G = Aut(K/Q) und entsheiden Sie, ob diese aufl

�

osbar ist!

Lösung: Alle Monomorphismen σi:K → C bilden K auf sih selbst ab, k

�

onnen also auh

als Automorphismen von K betrahtet werden (die Q automatish festlassen). G besteht

also aus diesen aht Automorphismen; da σ2
i in allen F

�

allen gleih der Identit

�

at ist, ist

diese Gruppe abelsh, also erst reht aufl

�

osbar. (Als abstrakte Gruppe ist sie isomorph zu

Z/2⊕ Z/2⊕ Z/2.)

d) Ist K/Q Galoissh?

Lösung: Ja, denn ist f

�

ur

x = a0 + a1

√
2+ a2

√
3+ a3

√
5+ a4

√
6+ a5

√
10+ a6

√
15+ a7

√
30

ein ai mit i > 0 von Null vershieden, gibt es stets Automorphismen σi, die diesen KoeÆ-

zienten in sein Negatives verkehren, so da� σi(x) 6= x ist. Fix unter allen Automorphismen

bleiben somit nur die x ∈ K mit a1 = · · · = a7 = 0, also die Elemente von Q.

e) Geben Sie alle Zwishenk

�

orper L mit Q ⊂ L ⊂ K explizit an und entsheiden Sie jeweils,

ob L/Q Galoissh ist oder niht!

Lösung: Da die Galois-Gruppe abelsh ist, ist jede Untergruppe Normalteiler, d.h. jeder

Zwishenk

�

orper ist Galoissh

�

uber Q. Zwishenk
�

orper vom Grad zwei

�

uber Q sind die

sieben K

�

orper, die von einer der Quadratwurzeln

�

uber Q erzeugt werden; sie sind die

Fixk

�

orper der Untergruppe bestehend aus den σi, die diese Quadratwurzel festlassen.

Zwishenk

�

orper vom Grad vier

�

uber Q sind entsprehend die, die von zweien dieser Quad-

ratwurzeln erzeugt werden, allerdings f

�

uhren niht alle Paare von Quadratwurzeln zu ver-

shiedenen K

�

orpern. Diese Zwishenk

�

orper sind Fixk

�

orper von Untergruppen der Ordnung

zwei, d.h. es sind die sieben Fixk

�

orper von σ1 bis σ7. Der von σ1 ist Q
(√

3,
√
5
)

, der von

σ2 ist Q
(√

2,
√
5
)

, der von σ3 ist Q
(√

2,
√
3
)

, der von σ4 ist Q
(√

5,
√
6
)

, der von σ5 ist

Q
(√

3,
√
10

)

, der von σ6 ist Q
(√

2,
√
15

)

, der von σ7 ist Q
(√

6,
√
10

)

. Diese K

�

orper enthal-

ten nat

�

urlih auh noh alle anderen Quadratwurzeln, die vom jeweiligen σi festgelassen

werden, aber die lassen sih aus den beiden angegebenen kombinieren: Ein K

�

orper, der√
6 und

√
10 enth

�

alt, enth

�

alt beispielsweise auh deren Produkt

√
60 = 4

√
15, und damit

auh

√
15. Insgesamt gibt es also vierzehn ehte Zwishenk

�

orper.

f) Finden Sie ein Polynom f ∈ Q[X] derart, da� K ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f ist!

Lösung: K ist der kleinste Teilk

�

orper von C, der
√
2,

√
3 und

√
5 enth

�

alt und ist somit

ein Zerf

�

allungsk

�

orper des Polynoms f = (X2−2)(X2−3)(X2−5) = X6−10X4+31X2−30 .


