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Modulklausur Algebra

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle L

�

osungen (einshlie�lih Vielfahheiten) der folgenden Gleihungen:

a) x2 − 2x + 9 = 2i(x − 1)

b) x8 − x7 + x6 − x5 − 2x4 + 2x3 = 0

Aufgabe 2: (14 Punkte)

a) Zeigen Sie auf zwei vershiedene Arten, da� die Menge An aller gerader Permutationen

ein Normalteiler der Gruppe Sn aller Permutationen der Menge {1, 2, . . . , n} ist!

b) Zeigen Sie, da� die von der Transposition (1 2) erzeugte Untergruppe f

�

ur n > 2 kein

Normalteiler ist!

) Zeigen Sie, da� der Durhshnitt zweier Normalteiler einer Gruppe G wieder ein Normal-

teiler von G ist!

d) Zeigen Sie, da� Sn f

�

ur n ≥ 5 keinen zyklishen Normalteiler (au�er {id}) hat!

e) F

�

ur welhe m < n ist Sm ein Normalteiler von Sn ?

f) Zeigen Sie, da� S3 isomorph zur Diedergruppe D3 ist und da� diese Gruppe einen zykli-

shen Normalteiler hat!

Aufgabe 3: (7 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Der Ring der ganzen Zahlen modulo einer nat

�

urlihen Zahl n ∈ N ist genau dann ein

K

�

orper, wenn n eine Primzahl ist.

b) Geben Sie die Einheitengruppe (Z/12)× explizit an! Ist diese Gruppe zyklish?

) Ist die Gruppe (Z/31)× zyklish?

d) Bestimmen Sie in (Z/31)× das Inverse von drei!

• • • Bitte wenden! • • •



Aufgabe 4: (8 Punkte)

Zur Vorbereitung des Fastnahtsumzugs tre�en sih insgesamt ahtundvierzig Vertreter

der lokalen Vereine Carnevalia und VAF (Verein antialkoholisher Fastnahter) in einem

Restaurant. Die Mitglieder aus dem Vorstand von Carnevalia trinken je ein Glas Sekt

f

�

ur dreizehn Euro, die (etwas zahlreiher ershienenen) sonstigen Mitglieder trinken je ein

Glas Weinshorle f

�

ur f

�

unf Euro, und die VAF-Vertreter je ein Mineralwasser f

�

ur zwei Euro.

Insgesamt kassiert der Wirt 333 Euro, von denen allerdings 33 auf Trinkgelder entfallen.

a) Was k

�

onnen Sie

�

uber die m

�

oglihe (Gesamt-)Anzahl n von anwesenden Carnevalia-Mit-

gliedern sagen?

b) Einer der Vorst

�

ande von Carnevalia erw

�

ahnt, da� das regelm

�

a�ige n-Ek zwar niht mit

Zirkel und Lineal konstruierbar sei, wohl aber das regelm

�

a�ige r-Ek und das regelm

�

a�ige

s-Ek, wobei r die Anzahl der anwesenden Carnevalia-Vorst

�

ande bezeihnet und s die der
anwesenden sonstigen Carnevalia-Mitglieder. Was k

�

onnen Sie nun

�

uber n sagen?

Aufgabe 5: (8 Punkte)

a) Faktorisieren Sie das Polynom f = 12X5 − 48X sowohl in Q[X] als auh in Z[X] !

b) Faktorisieren Sie f auh
�

uber dem K

�

orper K = Q
(
√
2
)

!

) Bestimmen Sie einen Zerf

�

allungsk

�

orper von f !

d) Bestimmen Sie den Kern und das Bild des Homomorphismus

ϕ:

{
Q[X] → R

g 7→ g
(
√
2
)

!

Aufgabe 6: (5 Punkte)

K/Q sei eine Galoisshe endlihe K

�

orpererweiterung und G = {σ1, . . . , σr} = Aut(K/Q).

a) Zeigen Sie, da� f

�

ur jedes Element x ∈ K die Elemente

N(x) =

r∏

i=1

σi(x) und S(x) =

r∑

i=1

σi(x)

in Q liegen! (Hinweis: Betrahten Sie die Bilder der beiden Elemente unter den σi !)

b) Zeigen Sie, da� jedes Polynom f ∈ Q[X], das in einem x ∈ K vershwindet, auh alle

anderen σi(x) als Nullstellen hat!

) Geben Sie f

�

ur K = Q
(
√
2
)

die Zahlen N(x) und S(x) f
�

ur x = a+ b
√
2 explizit an!

Aufgabe 7: (12 Punkte)

K sei der kleinste Teilk

�

orper von C, der die Elemente

√
2,
√
6,
√
18 und

√
30 enth

�

alt.

a) Finden Sie eine m

�

oglihst einfahe Q-Vektorraumbasis von K !

b) Geben Sie alle Monomorphismen K → C bez

�

uglih der gefundenen Basis explizit an!

) Bestimmen Sie die Gruppe G = Aut(K/Q) und entsheiden Sie, ob diese aufl

�

osbar ist!

d) Ist K/Q Galoissh?

e) Geben Sie alle Zwishenk

�

orper L mit Q ⊂ L ⊂ K explizit an und entsheiden Sie jeweils,

ob L/Q Galoissh ist oder niht!

f) Finden Sie ein Polynom f ∈ Q[X] derart, da� K ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f ist!


