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11. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (8 Punkte)

Bestimmen Sie f

�

ur jede der folgenden Gruppen deren Zentrum:

a) A5 b) S5 ) D3 d) V4 e) GL2(R) =
{
A ∈ R2×2

∣

∣

detA 6= 0
}

Lösung:

a) A5 ist eine einfahe Gruppe, hat also keine Normalteiler au�er sih selbst und {id}. Das

Zentrum ist ein Normalteiler, und da A5 niht abelsh ist, kann es niht die ganze Gruppe

sein. Somit besteht es nur aus der Identit

�

at.

b) Nah a) kann das Zentrum kein Element von A5 enthalten au�er der Identit

�

at. Da das

Produkt zweier ungerader Permutationen gerade ist, kann es daher au�er der Identit

�

at

h

�

ohstens noh ein weiteres Element enthalten, das die Ordnung zwei haben mu�. Es l

�

a�t

sih daher shreiben als Produkt elementfremder Transpositionen. Durh Konjugation mit

einer weiteren Transposition l

�

a�t es sih aber in ein anderes solhes Produkt

�

uberf

�

uhren,

so da� eine derartige zweielementige Gruppe kein Normalteiler sein kann. Daher ist auh

das Zentrum der S5 trivial.

) D3 ist die Symmetriegruppe eines gleihseitigen Dreieks. Da jede Symmetrieoperation

durh ihre Wirkung auf die Eken eindeutig festgelegt ist und sih umgekehrt jede Permu-

tation der Eken durh eine Symmetrieoperation realisieren l

�

a�t, ist D3 isomorph zu S3.

Deren einziger Normalteiler ist die A3, die in D3 der Untergruppe der Drehungen ent-

spriht. Sie liegt niht im Zentrum, denn beispielsweise ist in S3

(1 2 3)(1 2) = (1 3) , aber (1 2)(1 2 3) = (2 3) .

Somit ist auh hier das Zentrum trivial.

d) V4 ist eine abelshe Gruppe; das Zentrum ist somit gleih der gesamten Gruppe.

e) Jede Matrix aus GL2(R) ist konjugiert zu einer Jordan-Matrix J =

(

s a

0 t

)

mit s, t ∈ R×

und a ∈ {0, 1}. Mit

A =

(

0 1

1 0

)

ist A−1JA = AJA =

(

t 0

a s

)

.

Eine Matrix aus dem Zentrum bleibt unter Konjugation mit einer beliebigen anderen

Matrix invariant; sie mu� also sowohl gleih ihrer Jordan-Normalform J als auh gleih

A−1JA sein. Das geht nur, wenn s = t und a = 0 ist. Die Matrizen der Form

(

t 0

0 t

)

liegen

in der Tat alle im Zentrum, denn multipliziert man sie von links oder von rehts mit einer

beliebigen Matrix, werden stets deren s

�

amtlihe Elemente mit t multipliziert.

f) Zeigen Sie: F

�

ur zwei Gruppen G und H ist Z(G×H) = Z(G)× Z(H) !

Lösung: (g, h) ∈ G×H liegt genau dann im Zentrum, wenn f

�

ur alle (x, y) ∈ G×H gilt

(x, y)(g, h) = (g, h)(x, y) , d.h. (xg, yh) = (gx, hy) .

Das wiederum bedeutet, da� f

�

ur alle x ∈ G gilt xg = gx, und f

�

ur alle y ∈ H ist yh = hy.
Das ist

�

aquivalent dazu, da� g in Z(G) und h in Z(H) liegt.



Aufgabe 2: (5 Punkte)

a) Zeigen Sie: Ein Winkel α kann genau dann mit Zirkel und Lineal konstruiert werden, wenn

eine Streke der L

�

ange osα mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann.

Lösung: Wir starten wie

�

ublih mit den beiden Punkten P0 = (0, 0) und P1 = (1, 0).
Dann konstruieren wir den Kreis um P0 durh P1.

Falls ein Winkel α konstruiert werden kann, k

�

onnen wir einen Strahl ausgehend von P0

konstruieren, der mit P0P1 den Winkel α einshlie�t. Das Lot von seinem Shnittpunkt

mit dem Einheitskreis auf die x-Ahse hat als Fu�punkt einen Punkt P2 mit Koordinaten

(osα, 0).

Falls eine Streke der L

�

ange osα konstruiert werden kann, k

�

onnen wir auh den Punkt

P2 mit Koordinaten (osα, 0) konstruieren und dazu die Senkrehte zur x-Ahse durh P2.

Sie shneidet den Einheitskreis in einem Punkt P3 mit der Eigenshaft, da� der Strahl

von P0 durh P3 mit P0P1 den Winkel α einshlie�t.

b) Wir betrahten α als Variable und de�nieren die K

�

orper K = Q(osα) und L = Q
(

os

α

3

)

.

Zeigen Sie, da� L/K eine algebraishe Erweiterung ist, und bestimmen Sie deren Grad!

Lösung: Ist x = os

α

3
und y = sin

α

3
, so ist

osα+ i sinα = eiα = (x+ iy)3 = x3 + 3ix2y− 3xy2 − iy3 = (x3 − 3xy2) + (3x2y− y3)i .

Da x2 + y2 = 1 ist, folgt osα = x3 − 3xy2 = x3 − 3x(1 − x2) = 4x3 − 3x .

L/K l

�

a�t sih also erzeugen durh Adjunktion einer Nullstelle des kubishen Polynoms

4X3 − 3X − osα. Die K
�

orpererweiterung L/K hat somit den Grad drei.

Aufgabe 3: (7 Punkte)

Zu den in der klassishen griehishen Mathematik betrahteten Konstruktionen, die niht

mit Zirkel und Lineal ausgef

�

uhrt wurden, z

�

ahlt die sogenannte Quadratrix oder Trisek-

trix . Zu ihrer Konstruktion bewegt sih eine zur x-Ahse parallele Gerade g mit kon-

stanter Geshwindigkeit von der H

�

ohe y = 1 auf die H

�

ohe y = 0. Gleihzeitig bewegt

sih eine Gerade h durh den Nullpunkt mit konstanter Winkelgeshwindigkeit vom Stei-

gungswinkel 90◦ zum Steigungswinkel 0◦ so, da� beide Geraden gleihzeitig ihre End-

position erreihen. Die Quadratrix ist die Menge aller Punkte, in denen sih die beiden

Geraden auf ihrem Weg shneiden.

a) Zeigen Sie: Diese Kurve hat, wenn man von den Endpunkten absieht, die Parameter-

darstellung

ϕ:






(0, 1) → R2

t 7→
(

1− t

tan

π

2
(1− t)

, 1− t

)

Lösung: Wir w

�

ahlen den Zeitparameter so, da� die Geraden zur Zeit t = 0 starten und

zur Zeit t = 1 ihre Endposition erreihen. Zum Zeitpunkt t ∈ [0, 1] hat daher die Gerade
parallel zur x-Ahse die Gleihung y = 1 − t, und die andere hat den Steigungswinkel

1

2
(1− t)π. F

�

ur t ∈ (0, 1) hat sie somit die Gleihung

y = tan

(π

2
(1− t)

)

· x .

Sie shneidet die ahsenparallele Gerade in einem Punkt mit y-Koordinate 1 − t; die
x-Koordinate dazu ist

1− t

tan

π

2
(1− t)

.

Daraus folgt die zu beweisende Parameterdarstellung.



b) Bestimmen Sie lim

t→0

ϕ(t) und lim

t→1

ϕ(t) !

Lösung: F

�

ur t → 0 wird der Nenner der x-Koordinate unendlih, da der Tangens bei

x = π

2
einen Pol hat. Der Z

�

ahler geht gegen eins, d.h. lim

t→0

ϕ(t) = (0, 1).

F

�

ur t → 1 gehen Z

�

ahler und Nenner der x-Koordinate gegen Null, und nah de l'H

^

opital

ist

lim

t→1

1− t

tan

π

2
(1− t)

= lim

t→1

−1

−π

2

(

1+ tan

(

π

2
(1− t)

)2
) =

2

π
,

denn tan 0 = 0. Somit ist lim

t→1

ϕ(t) = (2/π, 0).

) Zeigen Sie, da� mit Hilfe dieser Kurve ein Quadrat konstruiert werden kann, dessen Fl

�

ahe

gleih derer des Einheitskreises ist!

Lösung: Da mit dieser Kurve der Punkt (2π, 0) konstruiert werden kann, l

�

a�t sih auh

eine Streke der L

�

ange 2/π konstruieren und damit, da alle Verkn

�

upfungen mit Grund-

rehenarten mit Zirkel und Linear durhgef

�

uhrt werden k

�

onnen, eine der L

�

ange π. Wie

wir in der Vorlesung gesehen haben, l

�

a�t sih dann auh

�

uber den H

�

ohensatz eine Streke

der L

�

ange

√
π konstruieren, und das ist die Seite des gesuhten Quadrats.

d) Zeigen Sie, da� mit Hilfe dieser Kurve f

�

ur jede nat

�

urlihe Zahl n und jeden vorgegebenen

Winkel α der Winkel

1

n
α konstruiert werden kann!

Lösung: Wir starten mit irgendwelhen Punkten Q0 undQ1 und tragen die Streke Q0Q1

mehrfah auf der GeradenQ0Q1 ab bis wir dort eine Folge von PunktenQ0, . . . ,Qn haben,

die sih immer weiter von Q0 entfernen derart, da� alle Streken QiQi+1 die gleihe L�ange

haben wie Q0Q1. Damit ist die Streke Q0Qn in n gleih lange Teilstreken unterteilt.

Mit Hilfe des Strahlensatzes l

�

a�t sih dann auh eine beliebige vorgegebene Streke in n
gleih lange Teilstreken unterteilen: Man zeihnet die Streke als AB parallel zur Ge-

raden Q0Qn und konstruiert den Shnittpunkt Z der Geraden AQ0 und BQn. (Falls

diese Geraden parallel sein sollte, mu� man im weiteren Verlauf mit Parallelen statt mit

Geraden durh Z arbeiten.) Die Geraden ZQi shneiden dann AB in den gew

�

unshten

Teilungspunkten Ai.

Nun sei α ein vorgegebener Winkel, realisiert durh eine Gerade durh den Nullpunkt mit

Winkel α zur x-Ahse. Sie shneide die Trisektrix im Punkt S, und der Fu�punkt des Lots

von S auf die x-Ahse sei R. Die Streke RS kann durh Punkte R = R0, R1, . . . , Rn = S in n
gleih lange Teilstreken unterteilt werden, und zu jedem Punkt Ri sei Ti der Shnittpunkt
der zur x-Ahse parallelen Geraden durh Ri mit der Trisektrix. Dann shlie�t jeder Strahl

vom Nullpunkt durh Ti mit dem durh Ti+1 einen Winkel α/n ein, denn f

�

ur die Punkte

auf der Trisektrix sind die Winkel proportional zu den y-Koordinaten.


