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10. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (8 Punkte)
Wir starten mit den Punkten Py = (0,0) und P; = (1,0) der EuKLIDischen Ebene.
a) Geben Sie eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal an fiir den Punkt Q; = (1,1)!

Losung: Qg liegt auf der Senkrechten zur Geraden PyP; durch den Punkt P;. Diese kann
als Mittelsenkrechte wie folgt konstruiert werden: Der Kreis um P; durch Py schneidet die
Gerade PyP; in Py und P, = (2,0). Die Kreise um Py und P, mit einem gleichen Radius,
der grofler ist als die Lange der Strecke PyP;, schneiden sich in zwei Punkten, deren
Verbindungsgerade senkrecht auf PoP; steht und durch P; geht. Der gesuchte Punkt Q;
ist der Schnittpunkt dieser Geraden mit dem Kreis um Py durch Py (und P;).

b) Q: sei der Schnittpunkt des Kreises um Py durch Q; mit der Geraden PPy rechts von Py,
und Q3, Q4 seien die beiden Schnittpunkte des Kreises um Q; durch Q; mit der Geraden
PoP;. Bestimmen Sie die Koordinaten von Q3, Q4 und den Grad des kleinsten Teilkorpers
von R, der diese Koordinaten enthilt, iiber Q!

Losung: Der Radius des Kreises um Py durch Q; ist der Abstand von Py und Q;, also
V12 +12 = /2. Somit hat Q, die Koordinaten (v/2,0). Der Kreis um Q, durch Q hat
den Radius

r:\/(\/Z—1)2+12:\/4—2ﬁ.

Die drei Punkte Q,, Q3 und Q4 liegen auf der Geraden PyP;, also der x-Achse, und der
Abstand zwischen Q;, und Q3 bzw. Q4 ist jeweils r. Somit haben diese beiden Punkte die

Koordinaten <\/E + V4 —2v2, 0).

Q2 = (v/2,0) hat Koordinaten im Kérper L = Q(v'2), und [L : Q] = 2. Die Koordinaten
von Qs und Q4 liegen in K = L<\/ 4—2\/§>; da auch diese Korpererweiterung durch
Adjunktion einer Quadratwurzel gegeben ist, folgt [K: L] =2 und [K: Q] =4.

c) Eine Strecke PQ wird durch einen inneren Punkt R im Verhéltnis des goldenen Schnitts
geteilt, wenn das Verhéltnis der Lange von PQ zu der von PR gleich dem der Léngen von
PR zu RQ ist. Kann der Punkt R mit Zirkel und Lineal konstruiert werden?

Losung: Wir wahlen das Koordinatensystem so, dafl P = (0,0) und Q = (1,0) ist, Dann
ist R = (x,0) mit 0 < x < 1. Die Strecke PQ hat die Lénge eins, PR hat die Linge x,
und RQ entsprechend 1 — x. Die Bedingung fiir den goldenen Schnitt besagt also, daf
1:x =x:(1—x) sein soll. Multiplikation mit x(1 — x) mach daraus die quadratische
Gleichung 1 —x = x? oder x? +x = (x + %)2 — % = 1. Die Losungen sind also —% + %\/5
Die Losung mit dem Minuszeichen ist negativ und kommt daher nicht in Frage; somit ist

V5 —1
2

X =

~ 0,818033988 .

x liegt im Kérper Q(v/5); da dieser eine quadratische Erweiterung von Q ist, kann der
Punkt R mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.



b)

d)

Aufgabe 2: (12 Punkte)
Zeigen Sie: Fiir jede n-te Einheitswurzel ¢ auBer der Eins gilt 1+ (+ 2 +-- -+ " =0!

Loésung: Sei s = 14+4+ P4 4024+ . Dannist (s = (+P+3+- 4+ 1 +1 =5,
also ist ((—1)s =0. Fiir ( #1ist {—1#0, also mu3 s = 0 sein.

Speziell im Fall n =5 kann diese Gleichung auch geschrieben werden als

%+]Z+1+C+c2:o,

Zeigen Sie, dafl sich das mit w = ¢ + 1/ auch schreiben 148t als w? +w = 1!

Lésung: Die Gleichung

1 1

S -+ 14+ (+=0

¢
entsteht natiirlich aus 1+ (+--- 4 ¢* = 0 nach Division durch ¢?. Das Quadrat von w ist
(> +2+2/C?, also ist

11
w2+w:?+Z+Z+C+C2:1.

Berechnen Sie w sowie den Real- und den Imaginirteil von w = e?™*/> durch Wurzelaus-
driicke!

Losung: w geniigt der gleichen quadratischen Gleichung wie das x aus Aufgabe 1c ). Wenn
wir { = w = e?™/ betrachten, haben sowohl ¢ als auch (' = ( positiven Realteil, so
daB w = (V5 —1)/2 ist.

Ausw=w+ w ! = w+ o folgt, daB w = 2Re w ist, also ist
2w V/5-—1

ﬂ%ew:cos?:?: )

Jmw = sin(271/5) ist ebenfalls positiv, also die positive Quadratwurzel aus

e 2 <(\/§—1)2>_16—5—1+2\/§_10+2\/§_5+\/§
= =1 — —

16 16 N 16 8
d.h.
N 5+5
Jmw = .
8
Bestimmen Sie alle Zwischenkdrper in der Kérpererweiterung Q(w)/Q!

Losung: Wir kennen den Zwischenkorper Q(w) = @(\/5) Der Korper K = Q(w) entsteht
daraus durch Adjunktion der Wurzel aus %(5 + \/5), ist also quadratisch iiber Q(w) und
damit vom Grad vier iiber Q. Der Automorphismus von Q(w), der w abbildet auf w?,
bildet w? auf auf w* = ; er hat also die komplexe Konjugation als Quadrat und hat
damit die Ordnung vier. Somit ist die GALOIS-Gruppe zyklisch von der Ordnung vier.
Da sie nur eine Untergruppe der Ordnung zwei hat (die von der komplexen Konjuga-
tion erzeugte), gibt es auch nur einen Zwischenkdrper, ndmlich den Fixkdrper Q(w) der
komplexen Konjugation.



e) Wie 148t sich das regelméaflige Fiinfeck mit Zirkel und Lineal konstruieren?

1)

Losung: Wir gehen aus von den beiden Punkten Py = (0,0) und P; = (1,0). Kon-
struiert werden soll das regelméaflige Fiinfeck mit dem Kreis um Py durch P; als Umkreis
und P; als einer seiner Ecken. Sobald wir die der komplexen Zahl w entsprechende Ecke P,
konstruiert haben, lassen sich die restlichen Ecken leicht finden: Die Ecke P3 zu w? ist
Schnittpunkt des Kreises um P, durch P; mit dem Einheitskreis, P4 entsprechend fiir den
Kreis um P3 durch P, und Ps beispielsweise fiir den Kreis um P; durch P,. Die Punkte
P1,...,Ps5 sind dann die Ecken eines regelméfiigen Fiinfecks.

w hat den Realteil 1 (v/5—1). Wir konstruieren zunéchst eine Strecke der Lénge v/5: Dazu
konstruieren wir ausgehend von Py und P; durch sukzessives Abtragen der Strecke PoPy
den Punkt M = (3,0) und zeichnen den Kreis um M durch Py. Sein anderer Schnittpunkt
mit der Geraden PoP; ist Qo = (6,0), und der Kreis ist der THALES-Kreis iiber der Strecke
PO Qo.

Als nachstes konstruieren wir analog zur Vorgehensweise bei Aufgabe 1a) die Senkrechte
zu PoP; durch P;; einer ihrer Schnittpunkte mit dem T'HALES-Kreis sei R. Nach dem Satz
des THALES ist AP;QoR rechtwinklig, und nach dem Hohensatz ist die Lange der Hohe
PR die Wurzel aus dem Produkt der Streckenlingen PyP; und P; Q. Somit hat P{R die
Lénge V5. Ist Q1 der Schnittpunkt dieser Strecke mit dem Kreis um P; durch Py, so
hat QR die Lange v/5 — 1. Durch Konstruktion der Mittelsenkrechten kénnen wir diese
Strecke halbieren und auch das Ergebnis noch einmal halbieren; damit ist eine Strecke der
Lange %Re w gefunden. Diese kann auf der Strecke PyP; abgetragen werden, so daf} wir dort
eine Strecke PyQ, der Lange Re w haben. Die Senkrechte zu PoP; durch Q, schneidet den
Einheitskreis in den Eckpunkten P, und P5 des zu konstruierenden regelméafligen Fiinfecks,
womit nun — wie oben skizziert — leicht die noch fehlenden Eckpunkte konstruiert werden
konnen.

(Es gibt natiirlich einfachere und elegantere Konstruktionen.)

Leiten Sie daraus eine Konstruktionsvorschrift fiir das regelméafiige Fiinfzehneck ab!

Loésung: 15 ist das Produkt der zueinander teilerfremden Zahlen drei und fiinf; sowohl
das regelmaflige Dreieck als auch das regelmafige Fiinfeck k6nnen mit Zirkel und Line-
al konstruiert werden. Fiir das Dreieck konstruieren wir im Einheitskreis zundchst das
regelméflige Sechseck, indem wir den Kreis um P; durch Py mit dem Einheitskreis schnei-
den; die beiden Schnittpunkte seien S; und Ss. Damit lassen sich analog zu oben die
restlichen Ecken S,,S3,S4 des regelmifigen Sechsecks PyS1S2535S4Ss konstruieren, und
APyS,S, ist ein gleichseitiges Dreieck.
Der ggT eins von drei und fiinf ist gleich 2 - 3 —5; damit ist

1 2-3 5 2 1 d 27 2n 2w

515 15 5 3 ¢ 3573750
Der Winkel 27t/3 ist der Winkel zwischen den Geraden PoP; und PyS,, sein Doppeltes
der zwischen PyP; und PyS4. Der Winkel 27t/5 ist der zwischen PyP; und PyP,. Damit
148t sich auch die Differenz 27t/15 dieser Winkel konstruieren als ein Winkel zwischen zwei
Geraden PyA; und PygA; mit A7 und A, auf dem Einheitskreis. A; und A; sind dann zwei
benachbarte Ecken des regelméafligen Fiinfzehnecks, und daraus lassen sich dann leicht die
restlichen Ecken Ajz,...,A;s5 konstruieren.



