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10. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (8 Punkte)

Wir starten mit den Punkten P0 = (0, 0) und P1 = (1, 0) der Euklidis
hen Ebene.

a) Geben Sie eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal an f

�

ur den Punkt Q1 = (1, 1) !

Lösung: Q1 liegt auf der Senkre
hten zur Geraden P0P1 dur
h den Punkt P1. Diese kann

als Mittelsenkre
hte wie folgt konstruiert werden: Der Kreis um P1 dur
h P0 s
hneidet die

Gerade P0P1 in P1 und P2 = (2, 0). Die Kreise um P0 und P2 mit einem glei
hen Radius,

der gr

�

o�er ist als die L

�

ange der Stre
ke P0P1, s
hneiden si
h in zwei Punkten, deren

Verbindungsgerade senkre
ht auf P0P1 steht und dur
h P1 geht. Der gesu
hte Punkt Q1

ist der S
hnittpunkt dieser Geraden mit dem Kreis um P1 dur
h P0 (und P2).

b) Q2 sei der S
hnittpunkt des Kreises um P0 dur
h Q1 mit der Geraden P0P1 re
hts von P1,

und Q3,Q4 seien die beiden S
hnittpunkte des Kreises um Q2 dur
h Q1 mit der Geraden

P0P1. Bestimmen Sie die Koordinaten von Q3,Q4 und den Grad des kleinsten Teilk

�

orpers

von R, der diese Koordinaten enth

�

alt,

�

uber Q !

Lösung: Der Radius des Kreises um P0 dur
h Q1 ist der Abstand von P0 und Q1, also√
12 + 12 =

√
2. Somit hat Q2 die Koordinaten

(
√
2, 0). Der Kreis um Q2 dur
h Q1 hat

den Radius

r =

√

(
√
2− 1

)2
+ 12 =

√

4− 2
√
2 .

Die drei Punkte Q2,Q3 und Q4 liegen auf der Geraden P0P1, also der x-A
hse, und der

Abstand zwis
hen Q2 und Q3 bzw. Q4 ist jeweils r. Somit haben diese beiden Punkte die

Koordinaten

(√
2±

√

4− 2
√
2, 0

)

.

Q2 =
(√

2, 0
)

hat Koordinaten im K

�

orper L = Q
(√

2
)

, und [L : Q] = 2. Die Koordinaten

von Q3 und Q4 liegen in K = L
(
√

4− 2
√
2
)

; da au
h diese K

�

orpererweiterung dur
h

Adjunktion einer Quadratwurzel gegeben ist, folgt [K : L] = 2 und [K : Q] = 4.


) Eine Stre
ke PQ wird dur
h einen inneren Punkt R im Verh

�

altnis des goldenen S
hnitts

geteilt, wenn das Verh

�

altnis der L

�

ange von PQ zu der von PR glei
h dem der L

�

angen von

PR zu RQ ist. Kann der Punkt R mit Zirkel und Lineal konstruiert werden?

Lösung: Wir w

�

ahlen das Koordinatensystem so, da� P = (0, 0) und Q = (1, 0) ist, Dann
ist R = (x, 0) mit 0 < x < 1. Die Stre
ke PQ hat die L

�

ange eins, PR hat die L

�

ange x,
und RQ entspre
hend 1 − x. Die Bedingung f

�

ur den goldenen S
hnitt besagt also, da�

1 : x = x : (1 − x) sein soll. Multiplikation mit x(1 − x) ma
h daraus die quadratis
he

Glei
hung 1− x = x2 oder x2 + x = (x+ 1
2
)2 − 1

4
= 1. Die L

�

osungen sind also −1
2
± 1

2

√
5.

Die L

�

osung mit dem Minuszei
hen ist negativ und kommt daher ni
ht in Frage; somit ist

x =

√
5− 1

2
≈ 0,818033988 .

x liegt im K

�

orper Q
(
√
5
)

; da dieser eine quadratis
he Erweiterung von Q ist, kann der

Punkt R mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.



Aufgabe 2: (12 Punkte)

a) Zeigen Sie: F

�

ur jede n-te Einheitswurzel ζ au�er der Eins gilt 1+ ζ+ ζ2 + · · ·+ ζn−1 = 0 !

Lösung: Sei s = 1+ζ+ζ2+· · ·+ζn−2+ζn−1
. Dann ist ζs = ζ+ζ2+ζ3+· · ·+ζn−1+1 = s,

also ist (ζ− 1)s = 0. F
�

ur ζ 6= 1 ist ζ− 1 6= 0, also mu� s = 0 sein.

b) Speziell im Fall n = 5 kann diese Glei
hung au
h ges
hrieben werden als

1

ζ2
+

1

ζ
+ 1+ ζ+ ζ2 = 0 ,

Zeigen Sie, da� si
h das mit w = ζ+ 1/ζ au
h s
hreiben l

�

a�t als w2 +w = 1 !

Lösung: Die Glei
hung
1

ζ2
+

1

ζ
+ 1+ ζ+ ζ2 = 0

entsteht nat

�

urli
h aus 1+ ζ+ · · ·+ ζ4 = 0 na
h Division dur
h ζ2. Das Quadrat von w ist

ζ2 + 2+ 2/ζ2, also ist

w2 +w =
1

ζ2
+

1

ζ
+ 2+ ζ+ ζ2 = 1 .


) Bere
hnen Sie w sowie den Real- und den Imagin

�

arteil von ω = e2πi/5
dur
h Wurzelaus-

dr

�

u
ke!

Lösung: w gen

�

ugt der glei
hen quadratis
hen Glei
hung wie das x aus Aufgabe 1
).Wenn

wir ζ = ω = e2πi/5
betra
hten, haben sowohl ζ als au
h ζ−1 = �ζ positiven Realteil, so

da� w =
(
√
5− 1

)

/2 ist.

Aus w = ω +ω−1 = ω+ω folgt, da� w = 2Reω ist, also ist

Reω = 
os

2π

5
=

w

2
=

√
5− 1

4
.

Imω = sin(2π/5) ist ebenfalls positiv, also die positive Quadratwurzel aus

1− 
os

2 2π

5
= 1−

(

(
√
5− 1

)2

16

)

=
16− 5− 1+ 2

√
5

16
=

10+ 2
√
5

16
=

5+
√
5

8
,

d.h.

Imω =

√

5+
√
5

8
.

d) Bestimmen Sie alle Zwis
henk

�

orper in der K

�

orpererweiterung Q(ω)/Q !

Lösung: Wir kennen den Zwis
henk

�

orper Q(w) = Q
(
√
5
)

. Der K

�

orper K = Q(ω) entsteht

daraus dur
h Adjunktion der Wurzel aus

1
8

(

5+
√
5
)

, ist also quadratis
h

�

uber Q(w) und

damit vom Grad vier

�

uber Q. Der Automorphismus von Q(ω), der ω abbildet auf ω2
,

bildet ω2
auf auf ω4 = ω; er hat also die komplexe Konjugation als Quadrat und hat

damit die Ordnung vier. Somit ist die Galois-Gruppe zyklis
h von der Ordnung vier.

Da sie nur eine Untergruppe der Ordnung zwei hat (die von der komplexen Konjuga-

tion erzeugte), gibt es au
h nur einen Zwis
henk

�

orper, n

�

amli
h den Fixk

�

orper Q(w) der

komplexen Konjugation.



e) Wie l

�

a�t si
h das regelm

�

a�ige F

�

unfe
k mit Zirkel und Lineal konstruieren?

Lösung: Wir gehen aus von den beiden Punkten P0 = (0, 0) und P1 = (1, 0). Kon-
struiert werden soll das regelm

�

a�ige F

�

unfe
k mit dem Kreis um P0 dur
h P1 als Umkreis

und P1 als einer seiner E
ken. Sobald wir die der komplexen Zahl ω entspre
hende E
ke P2

konstruiert haben, lassen si
h die restli
hen E
ken lei
ht �nden: Die E
ke P3 zu ω2
ist

S
hnittpunkt des Kreises um P2 dur
h P1 mit dem Einheitskreis, P4 entspre
hend f

�

ur den

Kreis um P3 dur
h P2 und P5 beispielsweise f

�

ur den Kreis um P1 dur
h P2. Die Punkte

P1, . . . , P5 sind dann die E
ken eines regelm

�

a�igen F

�

unfe
ks.

ω hat den Realteil

1
4
(
√
5−1). Wir konstruieren zun

�

a
hst eine Stre
ke der L

�

ange

√
5: Dazu

konstruieren wir ausgehend von P0 und P1 dur
h sukzessives Abtragen der Stre
ke P0P1

den Punkt M = (3, 0) und zei
hnen den Kreis um M dur
h P0. Sein anderer S
hnittpunkt

mit der Geraden P0P1 ist Q0 = (6, 0), und der Kreis ist der Thales-Kreis
�

uber der Stre
ke

P0Q0.

Als n

�

a
hstes konstruieren wir analog zur Vorgehensweise bei Aufgabe 1a) die Senkre
hte

zu P0P1 dur
h P1; einer ihrer S
hnittpunkte mit dem Thales-Kreis sei R. Na
h dem Satz

des Thales ist △P1Q0R re
htwinklig, und na
h dem H

�

ohensatz ist die L

�

ange der H

�

ohe

P1R die Wurzel aus dem Produkt der Stre
kenl

�

angen P0P1 und P1Q0. Somit hat P1R die

L

�

ange

√
5. Ist Q1 der S
hnittpunkt dieser Stre
ke mit dem Kreis um P1 dur
h P0, so

hat Q1R die L

�

ange

√
5 − 1. Dur
h Konstruktion der Mittelsenkre
hten k

�

onnen wir diese

Stre
ke halbieren und au
h das Ergebnis no
h einmal halbieren; damit ist eine Stre
ke der

L

�

ange Reω gefunden. Diese kann auf der Stre
ke P0P1 abgetragen werden, so da� wir dort

eine Stre
ke P0Q2 der L�ange Reω haben. Die Senkre
hte zu P0P1 dur
h Q2 s
hneidet den

Einheitskreis in den E
kpunkten P2 und P5 des zu konstruierenden regelm

�

a�igen F

�

unfe
ks,

womit nun { wie oben skizziert { lei
ht die no
h fehlenden E
kpunkte konstruiert werden

k

�

onnen.

(Es gibt nat

�

urli
h einfa
here und elegantere Konstruktionen.)

f) Leiten Sie daraus eine Konstruktionsvors
hrift f

�

ur das regelm

�

a�ige F

�

unfzehne
k ab!

Lösung: 15 ist das Produkt der zueinander teilerfremden Zahlen drei und f

�

unf; sowohl

das regelm

�

a�ige Dreie
k als au
h das regelm

�

a�ige F

�

unfe
k k

�

onnen mit Zirkel und Line-

al konstruiert werden. F

�

ur das Dreie
k konstruieren wir im Einheitskreis zun

�

a
hst das

regelm

�

a�ige Se
hse
k, indem wir den Kreis um P1 dur
h P0 mit dem Einheitskreis s
hnei-

den; die beiden S
hnittpunkte seien S1 und S5. Damit lassen si
h analog zu oben die

restli
hen E
ken S2, S3, S4 des regelm

�

a�igen Se
hse
ks P0S1S2S3S4S5 konstruieren, und

△P0S2S4 ist ein glei
hseitiges Dreie
k.

Der ggT eins von drei und f

�

unf ist glei
h 2 · 3− 5; damit ist

1

15
=

2 · 3
15

−
5

15
=

2

5
−

1

3
und

2π

15
= 2 · 2π

3
−

2π

5
.

Der Winkel 2π/3 ist der Winkel zwis
hen den Geraden P0P1 und P0S2, sein Doppeltes

der zwis
hen P0P1 und P0S4. Der Winkel 2π/5 ist der zwis
hen P0P1 und P0P2. Damit

l

�

a�t si
h au
h die Di�erenz 2π/15 dieser Winkel konstruieren als ein Winkel zwis
hen zwei

Geraden P0A1 und P0A2 mit A1 und A2 auf dem Einheitskreis. A1 und A2 sind dann zwei

bena
hbarte E
ken des regelm

�

a�igen F

�

unfzehne
ks, und daraus lassen si
h dann lei
ht die

restli
hen E
ken A3, . . . , A15 konstruieren.


