
Wolfgang K. Seiler B6, B4.18

Tel. 2515

18. November 2019

8. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (6 Punkte)

a) Bestimmen Sie

�

uber Q den Zerf

�

allungsk

�

orper K des Polynoms f = X3 − 1 und den

Zerf

�

allungsk

�

orper L von g = X2 + 3 und geben Sie jeweils eine Q-Vektorraumbasis dieses

K

�

orpers an!

Lösung: X3 − 1 hat in Q die Eins als Nullstelle; h = (X3 − 1)/(X − 1) = X2 + X + 1 ist

irreduzibel

�

uber Q mit Nullstellen −1

2
± 1

2

√
−3 in C. Der Zerf

�

allungsk

�

orper von f ist daher

glei
h Q
(√

−3
)

und hat beispielsweise 1 und

√
−3 als Q-Vektorraumbasis.

g ist irreduzibel in Q[X] mit Nullstellen ±
√
−3; der Zerf

�

allungsk

�

orper ist also au
h hier

Q
(√

−3
)

.

b) Zeigen Sie, da� K und L isomorph sind!

Lösung: Das ist klar, da wir in a) gesehen haben, da� beide isomorph zu Q
(√

−3
)

sind.


) Gibt es au
h einen Isomorphismus Q[X]/(X3 − 1) → Q[X]/(X2 + 3) ?

Lösung: Den kann es s
hon deshalb ni
ht geben, weil Q[X]/(X3 − 1) als Q-Vektorraum

dreidimensional ist, Q[X]/(X2 + 3) aber zweidimensional. Au�erdem hat Q[X]/(X3 − 1)
Nullteiler, denn ist x die Restklasse von X, so ist (x − 1)(x2 + x + 1) = 0, obwohl keiner
der beiden Faktoren vers
hwindet.

d) Bestimmen Sie die Automorphismengruppen von K/Q und von L/Q !

Lösung: Beide K

�

orper sind isomorph zu Q
(√

−3
)

, und dieser K

�

orper hat Grad zwei

�

uber Q. Die Automorphismengruppe kann daher h

�

o
hstens zwei Elemente haben. Eines

ist die Identit

�

at, das andere der Automorphismus der

√
−3 auf −

√
−3 abbildet.

Aufgabe 2: (3 Punkte)

K/k sei eine K

�

orpererweiterung mit endli
hem Grad d = [K : k]. Zeigen Sie, da� jedes

Element x ∈ K Nullstelle eines Polynoms f ∈ k[X] vom Grad h

�

o
hstens d ist!

(Hinweis: Betra
hten Sie die Menge aller x-Potenzen!

Lösung: Als k-Vektorraum hat K die Dimension d, so da� die d+1 Elemente 1, x, x2, . . . , xd

linear abh

�

angig sein m

�

ussen. Es gibt somit Elemente ai ∈ k, die ni
ht alle vers
hwinden

und f

�

ur die adx
d+ · · ·+a1x+a0 vers
hwindet. Somit ist x Nullstelle eines Polynoms vom

Grad h

�

o
hstens d.



Aufgabe 3: (11 Punkte)

a) Bestimmen Sie den Grad des Zerf

�

allungsk

�

orpers K von X4− 4
�

uber Q in C und �nden Sie

komplexe Zahlen, die eine Q-Vektorraumbasis von K bilden!

Lösung: X4 − 4 = (X2 + 2)(X2 − 2) =
(

X +
√
−2

)(

X −
√
−2

)(

X +
√
2
)(

X −
√
2
)

. Der

Zerf

�

allungsk

�

orper enth

�

alt somit die komplexen Zahlen

√
2,
√
−2 = i

√
2 und damit au
h i.

Er kann konstruiert werden, indem wir zun

�

a
hst den Zerf

�

allungsk

�

orper L des Polynoms

X2 − 2
�

uber Q betra
hten, der als quadratis
he Erweiterung nat

�

urli
h den Grad zwei

hat, und dann den von X2 + 2
�

uber L; au
h hier ist [K : L] = 2. Insgesamt ist somit

[K : Q] = 2 · 2 = 4, und damit bilden die

�

uber Q linear unabh

�

angigen komplexen Zahlen

1, i,
√
2 und

√
−2 eine Q-Basis von K/Q.

b) Ist K ∼= Q[X]/(X4 − 4) ?

Lösung: Nat
�

urli
h ni
ht, denn X4 − 4 = (X2 + 2)(X2 − 2) ist in Q[X] reduzibel, so da�

Q[X]/(X4 − 4) Nullteiler hat: F
�

ur die Restklasse x von X ist (x2 − 2)(x2 + 2) = 0, obwohl
keiner der beiden Faktoren vers
hwindet.


) Zeigen Sie, da� die komplexe Konjugation einen Automorphismus von K/Q de�niert, und

bestimmen Sie dessen Fixk

�

orper!

Lösung: Die komplexe Konjugation ist ein Automorphismus von C, der R und damit

erst re
ht Q punktweise festl

�

a�t. Der Teilk

�

orper K < C wird auf si
h selbst abgebildet,

denn K = Q ⊕ Qi ⊕ Q
√
2 ⊕ Q

√
−2, und das Element a + ib + c

√
2 + d

√
−2 geht auf

a − ib+ c
√
2− d

√
−2. Daran sieht man, da� Q⊕Q

√
2 der Fixk

�

orper ist.

d) Bestimmen Sie alle Zwis
henk

�

orper k mit Q < k < K und �nden Sie zu jedem einen

Automorphismus von K/Q, dessen Fixk

�

orper er ist!

Lösung: Wir kennen bereits L = Q
(√

2
)

als Fixk

�

orper der komplexen Konjugation. Au
h

Q(i) = Q ⊕ Qi ist ein sol
her Zwis
henk

�

orper; er ist der Fixk

�

orper des Automorphis-

mus, der

√
2 auf −

√
2 abbildet. Ein dritter Zwis
henk

�

orper ist Q
(√

−2
)

als Fixk

�

orper

des Automorphismus, der i auf −i und
√
2 auf −

√
2 abbildet. Da die Ordnung der Au-

tomorphismengruppe h

�

o
hstens glei
h dem Grad der K

�

orpererweiterung ist, gibt es ni
ht

mehr als drei von der Identit

�

at vers
hiedene Automorphismen und damit au
h ni
ht mehr

Zwis
henk

�

orper.

e) Was ist Aut(K/Q) ?

Lösung: Wir kennen bereits vier Automorphismen: Die Identit

�

at, die komplexe Konju-

gation, den Automorphismus, der

√
2 auf −

√
2 abbildet und i festl

�

a�t, sowie das Produkt

der beiden letzten Automorphismen. Da [K : Q] = 4 ist, sind das alle. Sie bilden eine

Kleins
he Vierergruppe.

f) Zeigen Sie, da�

√
2+ i in K liegt und bestimmen den Teilk

�

orper Q
(
√
2+ i

)

!

Lösung: Als Summe zweier Elemente der in a) gefundenen Basis liegt x =
√
2 + i in K.

Das Quadrat x2 = 1 + 2i
√
2 liegt ni
ht in Q, und au
h dur
h Addition eines rationalen

Vielfa
hen von x kann keine rationale Zahl errei
ht werden. Daher hat Q
(√

2 + i
)

einen

gr

�

o�eren Grad als zwei

�

uber Q und mu� daher glei
h K sein.



g) Bestimmen Sie das Bild von

√
2+ i unter den Automorphismen von K/Q und �nden Sie

ein irreduzibles Polynom g ∈ Q[X], das diese Zahlen als Nullstellen hat!

Lösung: Die Identit
�

at l

�

a�t das Element nat

�

urli
h fest, die komplexe Konjugation bildet es

auf

√
2− i ab, der Automorphismus

√
2 7→ −

√
2 auf −

√
2+ i, und das Produkt der beiden

auf −
√
2 − i. Ein Polynom aus Q[X], das

√
2 + i als Nullstelle hat, mu� au
h alle diese

Bilder als Nullstellen haben. Das Polynom das alle vier als Nullstellen hat, ist invariant

unter der Automorphismengruppe und hat daher KoeÆzienten aus dem Fixk

�

orper Q. Es

ist

(

X−
√
2− i

)(

X−
√
2+ i

)(

X+
√
2− i

)(

X+
√
2+ i

)

=
(

(

X2 −
√
2
)2

+ 1
)(

(

X2 +
√
2
)2

+ 1
)

=
(

X2 + 3− 2
√
2X

)(

X2 + 3+ 2
√
2X

)

= (X2 + 3)2 − 8X2 = X4 − 2X2 + 9

Es ist irreduzibel in Q[X], da jede Nullstelle eines Faktors au
h alle deren Bilder unter

Aut(K/Q) als Nullstellen haben mu�.

h) Ist K ∼= Q[X]/(g) ?

Lösung: Ja, denn g ist irreduzibel, und K ist der Zerf

�

allungsk

�

orper von g
�

uber Q.


