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5. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (5 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Eine Gruppe G ist genau dann abels
h, wenn f

�

ur jedes Element g ∈ G die Konjugations-

abbildung x 7→ xg glei
h der identis
hen Abbildung ist.

Lösung: Eine Gruppe ist genau dann abels
h, wenn f

�

ur alle x, g ∈ G gilt xg = gx.

Dur
h Multiplikation mit g−1
von links sieht man, da� diese Glei
hung

�

aquivalent ist zu

xg = g−1xg = x.

b) G ist genau dann abels
h, wenn f

�

ur je zwei Elemente x, y von G deren Kommutator

[x, y] =
def

x−1y−1xy glei
h dem Neutralelement e ist.

Lösung: Na
h a) ist G genau dann abels
h, wenn xy = y−1xy = x ist f

�

ur alle x, y ∈ G.
Multiplikation von links mit x−1

ma
ht daraus die Glei
hung

[x, y] = x−1y−1xy = x−1x = e .


) Eine Gruppe mit x2 = e f
�

ur alle x ∈ G ist abels
h.

Lösung: Ist x2 = e f
�

ur alle x ∈ G, so ist au
h x−1 = x f
�

ur alle x ∈ G. F
�

ur zwei Elemente

x, y ∈ G ist daher

e = (xy)2 = xyxy = x−1y−1xy = [x, y] ,

was na
h b) zeigt, da� G abels
h ist.

d) Jede endli
he Gruppe mit gerader Ordnung enth

�

alt mindestens ein Element g 6= e mit

g2 = e. Hinweis: Zeigen Sie, da� {x ∈ G | x 6= x−1} eine gerade Elementanzahl hat.

Lösung: {x ∈ G | x 6= x−1} ist die disjunkte Vereinigung zweielementiger Mengen {x, x−1}

und hat daher eine gerade Anzahl von Elementen. Falls au
h die Gruppenordnung gerade

ist, hat au
h das Komplement dieser Menge eine gerade Elementanzahl. Da es auf jeden

Fall das Neutralelement enth

�

alt, mu� es dort no
h mindestens ein weiteres Element g

geben mit g−1 = g und damit g2 = e.

e) F

�

ur n Elemente x1, . . . , xn einer abels
hen Gruppe G und eine beliebige Permutation

π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ist
∏n

i=1 xi =
∏n

i=1 xπ(i) .

Lösung: Beweis dur
h vollst

�

andige Induktion: F

�

ur n = 1 gibt es ni
hts zu beweisen; sei

also n > 1. Falls π(n) = n sein sollte, wissen wir, da� na
h Induktionsannahme

n−1∏

i=1

xi =

n−1∏

i=1

xπ(i)

ist, und wegen π(n) = n ist dann au
h

n∏

i=1

xi =

n∏

i=1

xπ(i) .



Falls π(n) < n ist, l

�

a�t si
h xπ(n) s
hrittweise dur
h Anwendung des Kommutativgesetzes

via

xπ(n)xπ(n)+1 = xπ(n)+1xπ(n), xπ(n)xπ(n)+2 = xπ(n)+1xπ(n),

und so weiter an die letzte Stelle bringen, ohne den Wert des Produktes zu

�

andern. Damit

ist ein Produkt mit einer neuen Permutation ω entstanden, f

�

ur die ω(n) = n ist, und f

�

ur

die gilt die Behauptung.

Aufgabe 2: (3 Punkte)

Zeigen Sie, da� eine ni
htleere Menge G mit einer assoziativen Verkn

�

upfung ∗:G×G→ G

genau dann eine Gruppe ist, wenn f

�

ur je zwei Elemente a, b ∈ G sowohl die Glei
hung

a∗x = b als au
h die Glei
hung y∗a = b in G l

�

osbar ist! Hinweis: Zeigen Sie zun

�

a
hst,

da� es zu einem festen a ∈ G ein e ∈ G gibt mit e ∗ a = a und folgern Sie dann,

da� e ∗ x = x f

�

ur alle x ∈ G. Sie k

�

onnen die in der Vorlesung erw

�

ahnte und im

Skriptum bewiesene Tatsa
he benutzen, da� man in der Gruppende�nition ni
ht

alle geforderten Glei
hungen brau
ht.

Lösung: Zun

�

a
hst sei G eine ni
htleere Menge mit einer assoziativen Verkn

�

upfung ∗
derart, da� die Glei
hungen a ∗ x = b und y ∗ a = b stets l

�

osbar sind.

Da G ni
ht leer ist, gibt es mindestens ein Element a ∈ G, und die Glei
hung x ∗ a = a

hat eine L

�

osung e. F
�

ur jedes weitere Element g ∈ G hat die Glei
hung a ∗ x = g eine

L

�

osung, und (e ∗a) ∗ x ist einerseits glei
h e ∗ (a ∗ x) = e ∗ g, andererseits glei
h a ∗ x = g,
so da� au
h e ∗ g = g ist. Somit ist e ∗ x = x f

�

ur alle x ∈ G.

F

�

ur jedes a ∈ G hat au
h die Glei
hung y∗a = e eine L
�

osung, es gibt also zu jedem a ∈ G
ein a′ ∈ G mit a′ ∗ a = e. Das Assoziativgesetz ist na
h Voraussetzung erf

�

ullt.

Wie im Skriptum gezeigt wurde, rei
ht dies um zu zeigen, da� G eine Gruppe ist.

Ist umgekehrt G eine Gruppe, so ist nat

�

urli
h x = a−1 ∗ b eine L

�

osung von a ∗ x = b und

y = b ∗ a−1
eine L

�

osung von y ∗ a = b.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

G = S3 sei die Menge aller Permutationen π: {1, 2, 3} → {1, 2, 3}.

a) Bestimmen Sie f

�

ur die von der Transposition τ = (1 2) erzeugte zyklis
he Untergruppe

die Re
hts- und die Linksnebenklassen, und bestimmen Sie f

�

ur jedes Element von S3 sein

Bild unter der Konjugation mit τ !

Lösung: F
�

ur die Verkn

�

upfung von Permutationen ri
hten wir uns na
h der Konvention,

da� die Abbildungen { wie aus der Analysis gewohnt { in der Reihenfolge von re
hts na
h

links angewendet werden.

Die Links- wie au
h die Re
htsnebenklasse der Identit

�

at besteht aus dieser selbst und aus

τ = (1 2).

Die Linksnebenklasse der Transposition (1 3) enth
�

alt au�er dieser Transposition no
h den

Zyklus (1 3)(1 2) = (1 2 3); die von (2 3) enth

�

alt no
h (1 3 2). Damit sind alle drei

Linksnebenklassen gefunden.

Bei den Re
htsnebenklassen m

�

ussen wir die Reihenfolge der Faktoren vertaus
hen: Die

von (1 3) enth
�

alt no
h (1 2)(1 3) = (1 3 2), und die von (2 3) no
h (1 2)(2 3) = (1 2 3).

Die Konjugation mit (1 2) bildet nat

�

urli
h sowohl die Identit

�

at als au
h (1 2) auf si
h

selbst ab. Ansonsten ist

(1 3)(1 2) = (1 2)(1 3)(1 2) = (2 3)

(2 3)(1 2) = (1 2)(2 3)(1 2) = (1 3)

(1 2 3)(1 2) = (1 2)(1 2 3)(1 2) = (1 3 2)

(1 3 2)(1 2) = (1 2)(1 3 2)(1 2) = (1 2 3)



b) Bestimmen f

�

ur die vom Dreierzyklus π = (1 2 3) erzeugte zyklis
he Untergruppe die

Re
hts- und die Linksnebenklassen, und bestimmen Sie f

�

ur jedes Element von S3 sein

Bild unter der Konjugation mit π !

Lösung: Da diese Untergruppe Index zwei hat, sind die Nebenklassen, egal ob links oder

re
hts, einfa
h glei
h der Untergruppe und ihrem Komplement, also

{id, (1 2 3), (1 3 2)} und {(1 2), (1 3), (2 3)} .

Die Konjugation mit π bildet wieder die Identit

�

at und π auf si
h selbst ab; die Bilder der

�

ubrigen Permutationen sind

(1 2)(1 2 3) = (3 2 1)(1 2)(1 2 3) = (1 3)

(1 3)(1 2 3) = (3 2 1)(1 3)(1 2 3) = (2 3)

(2 3)(1 2 3) = (3 2 1)(2 3)(1 2 3) = (1 2)

(3 2 1)(1 2 3) = (3 2 1)(3 2 1)(1 2 3) = (1 3 2)

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Eine Teilmenge U ⊆ G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn sie ni
ht

leer ist und wenn f

�

ur alle x, y ∈ U au
h xy−1
in U liegt.

Lösung: Falls U eine Untergruppe ist, enth

�

alt sie das Neutralelement, ist also ni
ht leer,

und mit x, y mu� sie au
h xy−1
enthalten. Ist umgekehrt U ni
ht leer, so gibt es ein x ∈ U,

und U enth

�

alt dazu das Element e = xx−1
. Damit enth

�

alt U au
h zu jedem y ∈ U das

Inverse y−1 = ey−1
, und zu x, y ∈ U au
h xy = x

(

y−1
)−1

.

b) Eine endli
he Teilmenge U ⊆ G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn

sie ni
ht leer ist und wenn UU ⊆ U gilt.

Lösung: Falls U eine Untergruppe ist, mu� nat

�

urli
h UU ⊆ U sein. Umgekehrt ist f

�

ur

jedes h ∈ U die Abbildung U → G; x 7→ xh injektiv. Wegen der Bedingung UU ⊆ U

bildet sie U na
h U ab, und da U endli
h ist, folgt aus der Injektivit

�

at dieser Abbildung

von U na
h U die Surjektivit

�

at. F

�

ur jedes g ∈ U gibt es also ein x ∈ U mit xh = g, d.h.

x = gh−1 ∈ U, so da� U na
h a) eine Untergruppe ist.

Aufgabe 5: (4 Punkte)

a) G sei eine Gruppe, und AutG sei die Menge aller Automorphismen ϕ:G→ G. Zeigen Sie,

da� AutG bez

�

ugli
h der Hintereinanderausf

�

uhrung von Abbildungen eine Gruppe ist!

Lösung: Sind ϕ,ψ:G → G Automorphismen, so ist au
h ϕ ◦ ψ einer, denn die Hin-

tereinanderausf

�

uhrung zweier Homomorphismen ist ein Homomorphismus, und die zweier

bijektiver Abbildungen ist wieder bijektiv.

Die Hintereinanderausf

�

uhrung von Abbildungen ist stets assoziativ.

Die Identit

�

at ist ein Automorphismus, und zu jedem Automorphismus ist au
h die Um-

kehrabbildung einer. Somit sind alle Gruppenaxiome erf

�

ullt.

b) Zeigen Sie, da� die inneren Automorphismen eine Untergruppe von AutG bilden!

Lösung: Die Identit
�

at als Konjugation mit dem Neutralelement ist ein innerer Automor-

phismus. F

�

ur zwei Elemente a, b ∈ G und jedes x ∈ G ist

(

xa
)b

= b−1xab = b−1a−1xab = (ab)−1x(ab) = xab
,

so da� die Hintereinanderausf

�

uhrung zweier innerer Automorphismen wieder einer ist.

S
hlie�li
h ist no
h die Konjugation mit a−1
invers zur Konjugation mit a.


