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• • Lassen Sie bitte die obere Hälfte der Seite mit dem Aufkleber frei! • •
• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (12 Punkte)F�ur zwei Elemente g, h einer Gruppe G bezeihnet man [g, h] = ghg−1h−1 als den Kom-mutator von g und h; die kleinste Untergruppe von G, die alle Kommutatoren von Ele-menten aus G enth�alt, hei�t die Kommutatorgruppe [G,G] von G. Zeigen Sie:a) Zwei Elemente von G kommutieren genau dann, wenn ihr Kommutator das Neutralele-ment e von G ist.
Lösung: Da die Multiplikation mit einem Gruppenelement injektiv ist, gilt

[g, h] = ghg−1h−1 = e ⇐⇒ ghg−1 = h ⇐⇒ gh = hg .b) Falls in einer Gruppe G f�ur jedes g ∈ G die Gleihung g2 = e gilt, ist G abelsh.
Lösung: Wegen g2 = e ist jedes Element sein eigenes Inverses; f�ur zwei Elemente g, h ∈ Gist daher

[g, h] = ghg−1h−1 = ghgh = (gh)2 = e .Nah a) ist daher gh = hg.) Nun sei G wieder eine beliebige Gruppe, und g, h, x seien drei Elemente von G. Dann ist
[g, h]x = [gx, hx].
Lösung: Da die Konjugation mit x ein Automorphismus von G ist, folgt

[g, h]x = (ghg−1h−1)x = gxhx(g−1)x(h−1)x = gxhx(gx)−1(hx)−1 = [gx, hx] .d) [G,G] ist ein Normalteiler von G, und G/[G,G] ist eine abelshe Gruppe.
Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� f�ur jedes n ∈ [G,G] und jedes x ∈ G auh nx in [G,G]liegt. n ist ein Produkt von Kommutatoren [gi, hi], also ist nx das Produkt der [gi, hi]

x.Da dies nah ) die Kommutatoren [gx
i , hx

i ] sind, liegt auh dieses Produkt in [G,G]. Somitist [G,G] ein Normalteiler von G.
ϕ:G → G/[G,G] sei die Abbildung, die jedem Element g ∈ G seine Restklasse modu-lo [G,G] zuordnet. F�ur zwei Elemente g, h ∈ G ist dann

[ϕ(g), ϕ(h)] = ϕ(g)ϕ(h)ϕ(g)−1ϕ(h)−1 = ϕ(ghg−1h−1) = ϕ([g, h])das Neutralelement von G/[G,G], also kommutieren ϕ(g) und ϕ(h). Da sih jedes Elementder Faktorgruppe als Bild eines Elements von G unter ϕ darstellen l�a�t, ist diese abelsh.



e) Sn sei die symmetrishe Gruppe aller Permutationen von n Elementen, und An sei dieUntergruppe der geraden Permutationen. Zeigen Sie: F�ur n ≥ 5 ist [An,An] = An !
Lösung: Nah d) ist [An,An] ein Normalteiler von An. Wie wir im Zusammenhang mitder L�osbarkeit von Polynomgleihungen durh Radikale gesehen haben, ist An f�ur n ≥ 5eine einfahe Gruppe, hat also nur sih selbst und die triviale Gruppe {e} als Normalteiler.W�are die Kommutatorgruppe gleih der trivialen Gruppe, w�aren alle Kommutatoren vonElementen aus An trivial, An w�are also eine abelshe Gruppe. Das ist aber shon f�ur
n ≥ 4 falsh, da beispielsweise (1 2 3)(2 3 4) = (1 2)(3 4), aber (2 3 4)(1 2 3) = (1 3)(2 4) ist.Also mu� die Kommutatorgruppe gleih der gesamten Gruppe sein.f) Auh [Sn,Sn] = An.
Lösung: Da bereits die Kommutatoren der Elemente von An die ganze An erzeugen, mu�
[Sn,Sn] diese Gruppe auf jeden Fall enthalten.Zwei beliebige Elemente g, h aus Sn lassen sih als Produkte von Transpositionen shrei-ben; f�ur g seien dies p, und f�ur h seien es q Transpositionen. Dann ist auh g−1 einProdukt von p Transpositionen und h−1 eines von q; der Kommutator [g, h] l�a�t sih alsoshreiben als Produkt von 2(p + q) Transpositionen und liegt somit in An. Damit liegtdie Kommutatorgruppe in An und enth�alt diese Gruppe, ist also gleih An.
Aufgabe 2: (8 Punkte)Zeigen Sie:a) Jede rationale Zahl x ∈ Q r {0} l�a�t sih eindeutig darstellen in der Form

x = ±
r∏

i=1

pei

imit Primzahlen p1 < p2 < · · · < pr und ganzen Zahlen ei 6= 0.
Lösung: x l�a�t sih eindeutig darstellen als Quotient z/n zweier teilerfremder Zahlen z ∈
Z und n ∈ N. Dividiert man deren Primfaktorzerlegungen durheinander und ordnet dieFaktoren nah der Gr�o�e der Primzahlen, erh�alt man eine Darstellung der verlangten Art.Sind x = ±

∏r

i=1 pei

i = ±
∏r

j=1 q
fj

j zwei entsprehende Darstellungen, so k�onnen wir inbeiden F�allen das Produkt aller Potenzen mit positivem Exponenten mal dem Vorzeihenund das inverse Produkt der Potenzen mit negativen Exponenten bilden. Wir erhaltenjeweils eine ganze Zahl und eine dazu teilerfremde nat�urlihe Zahl, deren Quotient x ist.Da die Darstellung x = z/n eindeutig ist, ist in beiden F�allen das erste Produkt gleih zund das zweite gleih n; wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung in Z stehen also in denjeweiligen Produkt in beiden F�allen dieselben Primzahlpotenzen. Da in der Darstellungvon x die Primzahlen der Gr�o�e nah angeordnet sind, folgt r = s und pi = qi f�ur alle i.b) Falls f�ur eine rationale Zahl x eine der Potenzen xn, n ∈ N, ganzzahlig ist, liegt auh xin Z.
Lösung: In der Tat: H�atte x in der Darstellung nah a) auh Potenzen mit negativenExponenten, so w�are dies auh bei xn der Fall; wegen der Eindeutigkeit dieser Darstellungk�onnte also x keine ganze Zahl sein.) f = Xd + ad−1Xd−1 + · · · + a1X + a0 sei ein Polynom vom Grad mindestens zwei mitganzzahligen KoeÆzienten. Dann kann die Ableitung f′ von f in Z[X] kein Teiler von fsein.
Lösung: Der f�uhrende Term von f′ ist dXd−1 mit d ≥ 2. W�are f′ ein Teiler von f, sog�abe es ein lineares Polynom g = aX+b ∈ Z[X], so da� f = f′g w�are. Insbesondere m�u�teder f�uhrende KoeÆzient ad von f′g gleih dem f�uhrenden KoeÆzienten eins von f sein.Wegen a, d ∈ Z und d ≥ 2 ist das niht m�oglih.



d) Wenn f′ in Q[X] ein Teiler von f ist, gibt es ein a ∈ Z, so da� f = (X − a)d ist.
Lösung: Hat f in seinem Zerf�allungsk�orper die Nullstellen x1, . . . , xr mit Vielfahheiten
e1, . . . , er, so hat f′ die Nullstellen x1, . . . , xr mit Vielfahheiten e1 − 1, . . . , er − 1 undkeine anderen, da sonst f′ kein Teiler von f w�are. Die Summe der ei − 1 mu� daher gleihdem Grad d − 1 von f′ sein. Da die Summe der ei gleih dem Grad d von f ist, ist dieder ei − 1 gleih d − r; also mu� r = 1 sein. Wegen des f�uhrenden KoeÆzienten eins von ffolgt daraus, da� f = (X − a)d ist, also f′ = d(X − a)d−1. Da f′ in Q[X] ein Teiler von fist, liegt f/f′ = (X − a)/d in Q[X], d.h. a ∈ Q. Da der konstante KoeÆzient von f gleih
(−a)d ist, mu� a nah b) eine ganze Zahl sein.
Aufgabe 3: (8 Punkte)a) Zu ihrem gro�en Leidwesen k�onnen die Mitglieder des M�annergesangsvereins Altoettinger

Brummbass von 1888 am Valentinstag niht alleine losziehen, ohne den Familienfriedenzu gef�ahrden. Jedes Mitglied bringt daher, falls vorhanden, seine Frau oder Freundin mit,und wenn das Paar Kinder hat, d�urfen auh die kommen. Um zehn Uhr morgens brehenahtundvierzig Personen auf. Um halb elf Uhr erreihen sie einen Stand, der Erfrishungenund Blumen verkauft. Jeder Mann konsumiert dort Bier im Wert von dreizehn Euro.Wegen des Valentinstags shenkt er, falls er niht alleine unterwegs ist, seiner Begleiterineinen Blumenstrau� f�ur f�unf Euro, und falls er Kinder dabei hat, spendiert er jedem einEis f�ur zwei Euro. Insgesamt nimmt der Stand dabei dreihundert Euro ein. Was k�onnenSie �uber die Anzahl der M�anner, Frauen und Kinder sagen?
Lösung: Bezeihnet x die Anzahl der M�anner, y die der Frauen und z die der Kinder, sogelten die beiden Gleihungen

x + y + z = 48 und 13x + 5y + 2z = 300 .Aufl�osen der ersten Gleihung ergibt z = 48 − x − y, also ist
13x + 5y + 2(48 − x − y) = 11x + 3y + 96 = 300 oder 11x + 3y = 204 .Au�erdem gelten die Ungleihungen x ≥ 1, y ≥ 0, z ≥ 0 und y ≤ x.Da drei ein Teiler von 204 ist, hat die diophantishe Gleihung 11x + 3y = 204 in Z dieL�osung x = 0 und y = 68; da drei und elf teilerfremd sind und 11 · 3 − 3 · 11 vershwindet,ist die allgemeine L�osung daher x = 3k und y = 68 − 11k mit einer beliebigen ganzenZahl k. F�ur k > 6 wird y negativ, also mu� k ≤ 6 sein, und nat�urlih ist k ≥ 1.Die Anzahl z = 48 − x − y = 48 − 3k − 68 + 11k = 8k − 20 der Kinder kann auh nihtnegativ sein, also mu� k ≥ 3 sein. Shlie�lih ist noh

y = 68 − 11k ≤ x = 3k =⇒ 68 ≤ 14k =⇒ k ≥ 5 .Also kommen nur k = 5 und k = 6 infrage. k = 5 f�uhrt zu der L�osung x = 15, y = 13 und
z = 20, w�ahrend k = 6 auf x = 18, y = 2 und z = 28 f�uhrt. Beides ist grunds�atzlihm�oglih; da es aber heutzutage eher unwahrsheinlih ist, da� zwei Paare zusammen28 Kinder haben, spriht vieles f�ur die erste L�osung mit 15 M�annern, 13 Frauen und20 Kindern.b) Nun erfahren Sie zus�atzlih, da� f�ur die Anzahl n der M�anner das regelm�a�ige n-Ekmit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann. Wissen Sie jetzt mit Siherheit, wie vieleM�anner, Frauen und Kinder unterwegs waren?
Lösung: Ja, denn 15 = 5·3 = (22+1)(2+1) ist das Produkt zweier Fermatsher Primzah-len, so da� das F�unfzehnek mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Das Ahtzehnek istniht mit Zirkel und Lineal konstruierbar, denn 18 = 2 · 32 enth�alt die ungerade Primzahldrei mehrfah.



Aufgabe 4: (6 Punkte)a) Einer Ihrer Bekannten benutzt ein RSA-System mit Modul N und �o�entlihem Expo-nenten e; der Ihnen unbekannte private Exponent ist d, und die Funktion, mit der Ihrbekannter eine Nahriht x ∈ Z/N untershreibt, sei U:Z/N → Z/N. Zeigen Sie, da� f�ur
x, y ∈ Z/N gilt: U(xy) = U(x)U(y).
Lösung: Die RSA-Untershrift unter eine Nahriht x ist U(x) = xd mod N. F�ur zweiNahrihten x, y ist daher in Z/N

U(xy) = (xy)d mod N = (xdyd) mod N = (xd mod N)(yd mod N) = U(x)U(y) .b) Sie m�ohten gerne, da� Ihr Bekannter, der Teil a) niht kennt, eine f�ur Sie vorteilhafteNahriht m ∈ Z/N untershreibt. Dazu ist er leider niht bereit, aber um Ihnen zu zeigen,wie das System funktioniert, sagt er zu, Ihnen eine von Ihnen gew�ahlte sinnlose Nahriht xzu untershreiben. Sie w�ahlen eine Zufallszahl z ∈ (Z/N)× und legen ihm die Nahriht
x = mze mod N zur Untershrift vor. Wie k�onnen Sie U(m) aus U(x) berehnen, undwelhe Algorithmen ben�otigen Sie dazu?
Lösung: ϕ(mze) = ϕ(m)ϕ(ze) = ϕ(m)z, denn ϕ und die Vershl�usselungsfunktion
x 7→ xe mod N sind invers zueinander. Somit mu� mit dem erweiterten EuklidishenAlgorithmus ein Inverses z−1 von z modulo N berehnet werden. Damit l�a�t sih dann
ϕ(m) = ϕ(mze)z−1 mod N durh eine modulare Multiplikation berehnen.
Aufgabe 5: (4 Punkte)a) Faktorisieren Sie das Polynom f = 21X3 − 21 in Q[X] und in Z[X] !
Lösung: In Q[X] ist 21 eine Einheit; wenn wir sie ausklammern bleibt X3 − 1 �ubrig.O�ensihtlih ist eins eine Nullstelle; (X3 −1) : (X−1) = X2 +X+1 ist �uber Q irreduzibel,da die Nullstellen −1
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√
−3 irrational sind und ein reduzibles quadratishes Polynomzwei lineare Faktoren haben m�u�te. In Q[X] ist also f = 21(X − 1)(X2 + X + 1).In Z[X] sind nur ±1 Einheiten; 21 kann zerlegt werden in das Produkt der beiden Prim-zahlen drei und sieben. Somit ist dort f = 3 · 7 · (X − 1) · (X2 + X + 1) die Zerlegung inirreduzible Faktoren.b) Faktorisieren Sie f in K[X] mit K = Q(

√
−3) !

Lösung: Da die Nullstellen des quadratishen Faktors in Q[
√

−3] liegen, k�onnen wir diesenweiter zerlegen und erhalten f = 21(X − 1)
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Aufgabe 6: (12 Punkte)a) Geben Sie eine Q-Vektorraumbasis von K = Q(

4
√

5) an, und bestimmen Sie Aut(K/Q) !
Lösung: Da die vierte Potenz von 4

√
5 in Q liegt, bilden die niedrigeren Potenzen einesolhe Basis; als Q-Vektorraum ist also K = Q · 1 ⊕ Q · 4

√
5 ⊕ Q ·

√
5 ⊕ Q · 53/4.Ein Automorphismus von K/Q l�a�t Q fest und bildet 4

√
5 ab auf eine Nullstelle des Poly-noms X4 − 5. Abgesehen von 4

√
5 ist −

4
√

5 die einzige weitere Nullstelle in K; au�er derIdentit�at gibt es also nur noh den Automorphismus, der 4
√

5 auf −
4
√

5 abbildet. √5 alsQuadrat von 4
√

5 bleibt invariant, und 53/4 geht auf −53/4. Aut(K/Q) ist die von diesemAutomorphismus erzeugte zyklishe Gruppe der Ordnung zwei.b) Zeigen Sie, da� L = Q(
4
√

5, i) der Zerf�allungsk�orper des Polynoms X4 − 5 �uber Q ist!
Lösung: Das Polynom hat die vier Nullstellen ± 4

√
5 und ±i

4
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5; der Zerf�allungsk�orperwird also erzeugt von 4
√

5 und i
4
√

5. Er enth�alt damit auh den Quotienten i dieser beiden



Zahlen, und da i
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5 als Produkt von i und 4
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5 in Q(
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5, i) liegt, erzeugen 4
√

5 und idenselben K�orper wie 4
√

5 und i
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5.) Geben Sie eine K-Vektorraumbasis und eine Q-Vektorraumbasis von L an!
Lösung: Nah b) ist L = K(i) = K · 1 ⊕ K · i; also ist {1, i} eine K-Vektorraumbasis. F�ureine Q-Vektorraumbasis k�onnen wir die vier Elemente aus a) nehmen sowie ihre Produktemit i, also ist
L = K · 1⊕K · i = Q · 1⊕ Q · 4

√
5⊕Q ·

√
5⊕ Q · 53/4 ⊕Q · i⊕ Q · i 4
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5⊕ Q · i53/4 .d) σ:L → L sei der Automorphismus von L/Q, der 4

√
5 auf i

4
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5 abbildet und i festl�a�t. ZeigenSie, da� σ in Aut(L/Q) die Ordnung vier hat!
Lösung: σ(

4
√

5) = i
4
√

5, σ(i
4
√

5) = −
4
√

5, σ(−
4
√

5) = −i
4
√

5 und σ(−i
4
√

5) =
4
√

5. Vierma-lige Anwendung von σ auf 4
√

5 f�uhrt also erstmalig zur�uk zum Ausgangspunkt. Da jedesElement von K als rationales Polynom in 4
√

5 geshrieben werden kann und σ4, genauwie σ, auf Q trivial operiert, ist σ4 auf ganz K gleih der Identit�at, d.h. σ hat die Ordnungvier.e) Zeigen Sie, da� auh die komplexe Konjugation τ ein Automorphismus von L/Q ist, undbestimmen Sie den Fixk�orper der Menge {σ, τ} ! (Fangen Sie am besten an mit derInvarianz unter τ.) Folgern Sie, da� Aut(L/Q) von σ und τ erzeugt wird, d.h. es gibtkeine ehte Untergruppe von Aut(L/Q), die sowohl σ als auh τ enth�alt!
Lösung: Da die komplexe Konjugation mit allen Grundrehenarten vertaushbar ist und
L zu jedem Element auh dessen konjugiert komplexes enth�alt, ist τ ein Automorphismusvon L/Q (und auh von L/K). Ein allgemeines Element x ∈ L l�a�t sih nah ) eindeutigshreiben als x = a1 + a2
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5 + a8i53/4; beimkomplex konjugierten Element τ(x) werden a5 bis a8 durh ihr Negatives ersetzt. Falls
τ(x) = x sei soll, m�ussen diese KoeÆzienten daher vershwinden; der Fixk�orper von τist also K. Wenn wir auf x = a1 + a2

4
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√
5 + a453/4 ∈ K den Automorphismus σanwenden, erhalten wir σ(x) = a1 +a2i

4
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√
5−a4i53/4; dies ist genau dann gleih x,wenn a2 = a3 = a4 = 0 ist. Der Fixk�orper von {σ, τ} ist daher Q.Da [K : Q] = 8 ist, hat Aut(K/Q) aht Elemente. Dazu geh�oren σ und τ. F�ur sih alleinerzeugt σ nah d) eine zyklishe Gruppe der Ordnung vier, die τ niht enth�alt. Nehmen wir

τ dazu, erhalten wir eine gr�o�ere Untergruppe von Aut(K/Q), deren Ordnung gr�o�er vierund nah Lagrange ein Teiler von aht sein mu�. Also hat diese Gruppe aht Elementeist damit gleih Aut(K/Q).f) Was ist Aut(L/K) ?
Lösung: Wegen L = K(i) = K ⊕ Ki ist das nat�urlih die von der komplexen Konjugationerzeugte zyklishe Gruppe der Ordnung zwei.


