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Modulklausur Algebra

• • Lassen Sie bitte die obere Hälfte der Seite mit dem Aufkleber frei! • •
• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (12 Punkte)F�ur eine Gruppe G bezei
hnet man Z(G) =def {x ∈ G | gx = xg ∀g ∈ G} als das Zentrumvon G. Zeigen Sie:a) Z(G) ist eine Untergruppe von G.
Lösung: Nat�urli
h liegt das Neutralelement in Z(G), denn g · 1 = 1 · g = g.F�ur x, y ∈ Z(G) und g ∈ G ist g(xy) = (gx)y = (xg)y = x(gy) = x(yg) = (xy)g, so da�au
h xy im Zentrum liegt.S
hlie�li
h folgt aus gx = xg, da� x−1g−1 = g−1x−1 ist; da mit g au
h g−1 die s�amtli
henElemente von G dur
hl�auft, liegt also mit x au
h x−1 in Z(G).b) F�ur jeden Automorphismus ϕ:G → G ist ϕ

(

Z(G)
)

= Z(G).
Lösung: Sei x ∈ Z(G) und g ∈ G beliebig. Da ein Automorphismus bijektiv ist, gibt esein h ∈ G, so da� ϕ(h) = g ist, und wegen x ∈ Z(G) ist hx = xh. Damit ist au
h

gϕ(x) = ϕ(h)ϕ(x) = ϕ(hx) = ϕ(xh) = ϕ(x)ϕ(h) = ϕ(x)g ,d.h. ϕ(x) liegt in Z(G) und damit ist ϕ
(

Z(G)
)

⊆ Z(G). Da mit ϕ au
h ϕ−1 ein Au-tomorphismus ist, mu� au
h ϕ−1
(

Z(G)
)

⊆ Z(G) sein, also Z(G) ⊆ ϕ
(

Z(G)
). Somit ist

ϕ
(

Z(G)
)

= Z(G).
) Z(G) ist die Menge aller x ∈ G, die unter der Konjugation x 7→ xg = g−1xg mit jedemElement g ∈ G auf si
h selbst abgebildet werden.
Lösung: x liegt genau dann in Z(G), wenn gx = xg ist f�ur alle g ∈ G. Diese Glei
hungist �aquivalent zu x = g−1xg = xg, d.h. x liegt genau dann in Z(G), wenn xg = x ist f�uralle g ∈ G.d) Z(G) ist ein Normalteiler von G.
Lösung: Na
h 
) l�a�t die Konjugation mit einem beliebigen Element das Zentrum sogarpunktweise fest, also erst re
ht als ganzes.Alternativ: Da die Konjugation mit einem Element g ∈ G eine Automorphismus von Gist, folgt dies au
h aus b).



e) F�ur ein beliebiges x ∈ G sei Cx = {xg | g ∈ G} die Menge aller Konjugierten von x undStab(x) = {g ∈ G | xg = x} der Stabilisator von x unter der Konjugation. Zeigen Sie, da�im Falle einer endli
hen Gruppe G gilt: |Cx| · |Stab(x)| = |G|, wobei |M| f�ur jede endli
heMenge M deren Elementanzahl bezei
hnet!
Lösung: Die Gruppe G operiert dur
h Konjugation auf si
h selbst via

{
G × G → G

(g, x) 7→ xgDie Bahn eines Elements x ist die Menge Cx aller seiner Konjugierten, der Stabilisator istStab(x). Somit ist die Behauptung �aquivalent zur Bahnbilanzglei
hung f�ur diese Operati-on.f) Nun sei G eine Gruppe, f�ur die |G| = pn 6= 1 Potenz einer Primzahl ist. Folgern Sie aus e),da� |Z(G)| > 1 ist!
Lösung: Wie in e) operiere G auf si
h selbst dur
h Konjugation. F�ur die Elemente desZentrums ist der Stabilisator na
h 
) glei
h der ganzen Gruppe, die Bahn daher einele-mentig. Es gibt mindestens ein Element des Zentrums, n�amli
h das Neutralelement. F�urjedes Gruppenelement, das ni
ht im Zentrum liegt, ist der Stabilisator eine e
hte Unter-gruppe von G, deren Ordnung na
h Lagrange eine p-Potenz sein mu�; na
h der Bahn-bilanzglei
hung ist die L�ange der Bahn daher eine von der Eins vers
hiedenen p-Potenz.
G ist die disjunkte Vereinigung endli
h vieler Bahnen; best�unde das Zentrum nur aus derEins, h�atte genau eine dieser Bahnen die L�ange eins, alle anderen L�angen w�aren e
hte
p-Potenzen. Da die Summe aller L�angen glei
h der Gruppenordnung pn sein mu�, ist dasni
ht m�ogli
h; Z(G) ist also eine Untergruppe, die ni
ht nur aus der Eins besteht.
Aufgabe 2: (8 Punkte)Zu einer Konferenz haben si
h zweihundert Mathematiker angemeldet, die allerdings ni
htalle kommen. Die Begr�u�ung, zu der alle Teilnehmer ers
heinen, �ndet in einem Saal statt,in dem in jeder Reihe a
ht Pl�atze sind. Bei seiner Anspra
he sieht der Leiter der Kon-ferenz, da� zwar hinten no
h einige Reihen frei sind, da� aber alle der vorderen Reihen vollbesetzt sind. Na
h der Begr�u�ung gehen alle Teilnehmer mit Ausnahme des Tagungsleitersund seiner beiden Stellvertreter zum Abendessen in einen Speisesaal mit runden Tis
hen,an denen je sieben Personen Platz haben. Als die drei na
h ihrer Bespre
hung ebenfallsin den Speisesaal kommen, sehen sie, da� es zwar no
h freie Tis
he gibt, da� aber alle�ubrigen Tis
he voll besetzt sind. Am n�a
hsten Morgen �nden parallel die Sitzungen vonf�unf Sektionen statt; jeder Teilnehmer geht zu der, die ihn am meisten interessiert. Wiesi
h herausstellt, haben alle Sektionen glei
h viele Teilnehmer. Wie viele Mathematikernahmen an der Konferenz teil? (Hinweis: Wenn Sie wissen, was der erste Tag �uberdie Teilnehmerzahl aussagt, k�onnen Sie ziemli
h s
hnell direkt sehen, wie viele Teil-nehmer die Konferenz hatte.)
Lösung: Gesu
ht ist eine Zahl 0 < x < 200, die den Bedingungen

x ≡ 1 mod 8, x ≡ 3 mod 7 und x ≡ 0 mod 5gen�ugt. Beginnen wir mit den ersten beiden Glei
hungen. Da 8 − 7 = 1 ist, folgt
8 ≡

{
0 mod 8

1 mod 7
und − 7 ≡

{
1 mod 8

0 mod 7
;somit ist −7+8·3 = 17 eine L�osung der ersten beiden Kongruenzen. Da 7 und 8 teilerfremdsind und 7 · 8 = 56, sind die s�amtli
hen L�osungen in N die Zahlen 17 + 56r mit r ∈ N0.Modulo f�unf ist 17 + 56r ≡ 2 + r, also ist dies erstmalig f�ur r = 3 dur
h f�unf teilbar,und x = 17 + 3 · 56 = 185 ist die kleinste L�osung. Da die L�osung modulo 5 · 7 · 8 = 280eindeutig ist, gibt es keine weitere L�osung zwis
hen Null und zweihundert; also nahmen185 Mathematiker teil.



Aufgabe 3: (8 Punkte)a) Bei einem RSA-System wird (entgegen der Empfehlungen der Bundesnetzagentur) der�o�entli
he Exponent e = 3 benutzt; der Modul sei N = pq mit p, q > 3. Zeigen Sie: Dannist p ≡ q ≡ 2 mod 3 und
d =

1 + 2ϕ(N)

3ist eine nat�urli
he Zahl, die als privater Exponent benutzt werden kann.
Lösung: Da e = 3 teilerfremd zu ϕ(N) = (p − 1)(q − 1) sein mu�, kann weder p − 1 no
h
q−1 dur
h drei teilbar sein. Au
h p und q k�onnen als Primzahlen gr�o�er drei ni
ht dur
hdrei teilbar sein. Damit bleibt f�ur beide nur no
h die M�ogli
hkeit, da� sie Dreierrest zweihaben.Dann ist ϕ(N) = (p − 1)(q − 1) ≡ 2 · 2 ≡ 1 mod 3, also ist 1 + 2ϕ(N) dur
h drei teilbarund d ∈ N.

ed = 3d = 1 + 2ϕ(N) ≡ 1 mod ϕ(N) ,und genau diese Bedingung stellt si
her, da� (ae)d ≡ a mod N f�ur alle a ∈ Z.b) Bei einem konkreten (Spielzeug-)System sei
N = 91000000830000001 = (13 · 107 + 1)(7 · 108 + 1)(mit Primzahlen als Faktoren) und e = 3. Bestimmen Sie den privaten Exponenten d !

Lösung: ϕ(N) = (p − 1)(q − 1) = 13 · 107 · 7 · 108 = 91 · 1015, und na
h a) k�onnen wir
d =

1 + 2ϕ(N)

3
=

182 · 1015 + 1

3als privaten Exponenten nehmen.
182 000 000 000 000 001 : 3

= 60 666 666 666 666 667 ,also ist d = 60 666 666 666 666 667.
) Der Besitzer dieses S
hl�ussels will die Na
hri
ht 1234567890 unters
hreiben. Wel
he Zahlmu� er bere
hnen? (Sie sollen die Bere
hnung ni
ht f�ur ihn ausf�uhren, sondern nurangeben, wel
hen Ausdru
k er bere
hnen mu�.)
Lösung: Er mu� u = 1234567890d mod N bere
hnen.d) Die Bere
hnung der Unters
hrift f�uhre auf das Ergebnis u ∈ N. Was mu� seine Ver-tragspartnerin tun, um die Ri
htigkeit der Unters
hrift zu �uberpr�ufen?
Lösung: Sie �uberpr�uft, ob u3 ≡ 1234567890 mod N ist.
Aufgabe 4: (10 Punkte)a) Zeigen Sie: Hat das kubis
he Polynom f = X3 + aX2 + bX + c ∈ Z[X] eine doppelteNullstelle, so sind alle Nullstellen von f ganzzahlig.
Lösung: Die doppelte Nullstelle ist einfa
he Nullstelle der Ableitung f′; da ein kubis
hesPolynom ni
ht mehr als eine doppelte Nullstelle haben kann, ist der ggT von f und f′ somitein lineares Polynom. Wegen der Faktorialit�at von Z[X] liegt es in Z[X], und als Teiler von fmu� es h�o
hsten KoeÆzienten eins (oder -1) haben. Daher ist seine Nullstelle eine ganzeZahl z. Da z eine doppelte Nullstelle von f ist, ist f in Z[X] dur
h (X−z)2 = X2 −2zX+z2teilbar, und der Quotient hat h�o
hsten KoeÆzienten eins. Also ist au
h seine Nullstelleganz.



b) Das Polynom f = 10X3−120X2+450X−540 ∈ Z[X] hat eine doppelte Nullstelle. BestimmenSie diese!
Lösung: Wir k�onnen uns auf seinen primitiven Anteil f∗ = X3 − 12X2 + 45X − 54bes
hr�anken; der hat die Ableitung 3X2 − 24X + 45. Die doppelte Nullstelle von f istNullstelle davon, also au
h von X2 − 8X + 15. Die beiden L�osungen dieser quadratis
henGlei
hung haben Summe a
ht und Produkt f�unfzehn, sind also drei und f�unf. Da

f∗(3) = 27 − 12 · 9 + 45 · 3 − 54 = 27 · (1 − 4 + 5 − 2) = 0vers
hwindet, ist z = 3 die doppelte Nullstelle.
) Zerlegen Sie f in Z[X] in seine irreduziblen Faktoren!
Lösung: Die Summe aller drei Nullstellen von f∗ ist na
h Vi�ete glei
h 12; da drei einedoppelte Nullstelle ist, mu� die no
h fehlende Nullstelle se
hs sein, d.h. f∗ = (X−3)2(X−6).Damit ist f = 2 · 5 · (X − 3)2 · (X − 6) die Zerlegung von f in Z[X].d) Zerlegen Sie f in Q[X] in seine irreduziblen Faktoren!
Lösung: In Q[X] sind zwei und f�unf keine irreduziblen Elemente mehr, sondern Einheiten.Daher ist dort f = 10 · (X − 3)2(X − 6) = (X − 3)2 · (10X − 60) .e) Zerlegen Sie g = 20X2 − 20X + 5 ∈ Z[X] in seine irreduziblen Faktoren!
Lösung: g = 5 · (4X2 − 4X + 1) = 5 ·

(

(2X)2 − 2 · (2X)+ 1
)

= 5 ·
(

(2X)− 1
)2

= 5 · (2X − 1)2

Aufgabe 5: (12 Punkte)a) Zeigen Sie, da� Q(
√

21,
√

27), Q(
√

3,
√

7) und Q(
√

7 −
√

3) derselbe Teilk�orper K von Csind!
Lösung: Da √

21 =
√

3 ·
√

7 und √
27 = 3

√
3, liegen √

21 und √
27 in Q(

√
3,
√

7); genausoliegt au
h √
3 = 1

3

√
27 in Q(

√
21,

√
27), und damit au
h der Quotient √

21/
√

3 =
√

7.Somit ist Q(
√

3,
√

7) = Q(
√

21,
√

27).
k = Q(

√
7 −

√
3) liegt nat�urli
h in Q(

√
3,
√

7). Als K�orper enth�alt k au
h das Quadrat
(
√

7 −
√

3)2 = 10 − 2
√

21, also au
h √
21 und √

21(
√

7 −
√

3) = (7
√

3 − 3
√

7). Damit liegtau
h (7
√

3 − 3
√

7) + 3(
√

7 −
√

3) = 4
√

3 in k, also au
h √
3 und √

7 =
√

21/
√

3. Also ist
k = Q(

√
3,
√

7).b) Wel
hen Grad hat die K�orpererweiterung K/Q? Geben Sie eine m�ogli
hst einfa
he Basisvon K/Q an!
Lösung: K = Q(

√
3,
√

7) enth�alt den K�orper Q(
√

3); als Vektorraum �uber Q(
√

3) ist
K = Q(

√
3) ⊕ Q(

√
3)
√

7. Da Q(
√

3) = Q ⊕ Q
√

3 ist, folgt K = Q ⊕ Q
√

3 ⊕ Q
√

7 ⊕ Q
√

21.Damit ist [K : Q] = 4.
) Was ist Aut(K/Q) ?
Lösung: Ein Automorphismus ϕ ∈ Aut(K/Q) mu� Q festlassen, ist also eindeutig be-stimmt dur
h die Bilder der Basiselemente. Nat�urli
h mu� ϕ(1) = 1 sein. Da (√

3
)2

= 3ist, mu� au
h ϕ(
√

3)2 = ϕ(3) = 3 sein, d.h. ϕ(
√

3) = ±
√

3. Ein analoges Argument zeigt,da� ϕ(
√

7) = ±
√

7 sein mu�. Das no
h fehlende Bild ϕ(
√

21) = ϕ(
√

3) · ϕ(
√

7) ist dur
hdie Bilder von √
3 und √

7 festgelegt. Also haben wir vier Automorphismen; abgesehenvon der Identit�at sind dies die Abbildungen ρ, σ, τ mit ρ(
√

3) = −
√

3 und ρ(
√

7) =
√

7,
σ(
√

3) =
√

3 und σ(
√

7) = −
√

7, τ(
√

3) = −
√

3 und τ(
√

7) = −
√

7.



d) Bestimmen Sie alle K�orper L mit Q < L < K !
Lösung: Die Erweiterung K/Q ist Galoiss
h, denn ist x = a + b

√
3 + c

√
7 + d

√
21 einElement des Fixk�orpers von Aut(K/Q), ist ρ(x) = a − b

√
3 + c

√
7 − d

√
21 = x, also istwegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung b = d = 0. Genauso folgt aus σ(x) = x, da�

c = 0 sein mu�. Daher ist x = a ∈ Q, der Fixk�orper ist also Q.Die Galois-Gruppe hat vier Elemente; au�er der Identit�at erzeugt jedes eine Untergruppeder Ordnung zwei. Die Zwis
henk�orper sind daher
K<ρ> = Q(

√
7), K<σ> = Q(

√
3) und K<τ> = Q(

√
21) ,wobei < g > jeweils die von einem Element g erzeugte zyklis
he Untergruppe bezei
hnet.e) Finden Sie ein irreduzibles Polynom f derart, da� k ∼= Q[X]/(f) ist!

Lösung: Wir wissen aus a), da� (
√

7 −
√

3)2 = 10 − 2
√

21 ist. F�ur x =
√

7 −
√

3 ist also
(x2 − 10)2 = 4 · 21 = 84, d.h. f = X4 − 20X2 + 16 hat √7 −

√
3 als Nullstelle. Da Q(x)/Qeine Erweiterung vom Grad vier ist, folgt K ∼= Q[X]/(f).f) Zerlegen Sie f �uber dem K�orper Q(

√
7) in seine irreduziblen Faktoren!

Lösung: Wegen (
√

7 +
√

3)2 = 10 + 2
√

21 ist au
h y =
√

7 +
√

3 eine Nullstelle von f; dain f nur gerade Potenzen vorkommen, sind au�erdem no
h −x und −y Nullstellen. In Khat f daher die Nullstellen ±3 ± 7, das hei�t
f = (X +

√
3 +

√
7)(X −

√
3 +

√
7)(X +

√
3 −

√
7)(X −

√
3 −

√
7)

=
(

(X +
√

7)2 − 3
)(

(X −
√

7)2 − 3
)

= (X2 + 2
√

7 X + 4)(X2 − 2
√

7X + 4) .Die beiden Faktoren X2 ± 2
√

7X + 4 liegen in Q(
√

7)[X] und sind dort irreduzibel, dennein reduzibles quadratis
hes Polynom m�u�te eine Nullstelle in Q(
√

7) haben, aber keineder Nullstellen ±
√

7 ±
√

3 von f liegt in Q(
√

7).


