Kapitel 3
Grundlegende algebraische Strukturen

Bisher sind wir so mit Zahlen und mit Gleichungen umgegangemnes
bereits vor mehreren hundert oder sogar $leér zwei Tausend Jahren
ublich war. Zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts ertigedt\Wort
Algebrajedoch langsam eine andere Bedeutung: Im Mittelpunkt etand
nicht mehr Gleichungen, sondern Strukturen.

Rechengesetze wie etwa das Kommutativgesetz der AdditienNul-
tiplikation waren nairlich schon lange bekannt; der neue Gesichts-
punkt war, dafd manallig von der Art der Verkipfung und den zu
verknipfenden Objekten abstrahierte und nur von den Rechenregel
ausging. Dasifhrt zwar zu abstrakten und eher unanschaulichen Struk-
turen, hat aber den Vorteil, dal3 ein Satz, der nur unter \é&s&taung
gewisser Regeln bewiesen wurde, in allen Zahl- und somsBgeeichen

gilt, for die man diese Regeln nachweisen kann.

Wir beginnen mit dem Fall nur einer Verlpfung, denn es gibt ja auch
Gemeinsamkeiten zwischen beispielsweise Addition undiplikati-
on, die auf diese Weise zusammen betrachtet werdendn.

81: Halbgruppen und Monoide

Fast alle Verkdpfungen, mit denen man in der Mathematik arbeitet,
erfullen das Assoziativgesetz; eine der wenigen Ausnahmedaist
Kreuzprodukt imR?: Hier ist beispielsweise

(6)((2)- (D) () (2)-()
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(6 ()= ()= ()

Es bietet sich daher an, als einfachste Struktur eine zuieefim bei
der die Verknipfung nur das Assoziativgesetzidién mul3:

aber

Definition: Eine Halbgruppeist eine MengeH zusammen mit einer
Verknupfung*: H x H — H, fur die qilt:

ax(bxc)=(axb)xc furallea,b,cec H.

Beispiele von Halbgruppen sind die adichen Zahlen, sowohl be-
ziiglich der Addition als auch béglich der Multiplikation, genauso
natirlich die ganzen, rationalen und reellen Zahlenx m-Matrizen
beZiglich der Addition,n x n-Matrizen beiglich der Multiplikation
und viele mehr. Vor allem in der Informatik pogulsind sogenannte
Worthalbgruppen; hier geht man aus von einem Alphabeind be-
trachtet die Mengdd aller nichtleerer Folgen von Elementen adis
Verknipfung ist das Hintereinanderschreiben:

hintereinandex schreiben = hintereinanderschreiben

Wenn man in einer Halbgruppe ein Produkt voBElementen,, .. ., a,,
berechnen will, mul man durch Klammerung die ReihenfolgeRde
chenoperationen festlegen, bei vier Elementen etwa

aj * (a2 * (ag * a4)), ((al * (ap * CL3))*CL4, (ag * ap) * (ag * ay)
oder auf verschiedene andere Weisen. Wir definieren dasii&rod
pn - H a’i
=1
vonn Elementenu,, ..., a, furn > 1 rekursiv durch

1 n+l n
Hai=a1 und Hai= Hai * Qi -
i=1 i=1

=1
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Lemma: Das Produkt vom Elementem, a,,...,a,, (in dieser Rei-
henfolge) ist unatdngig von der Klammerung stets gleiffi; a,.

Den Beweisfuhren wir durch vollsindige Induktion: Er » = 1 und

n = 2 sind alle Klammerruberflissig und Bnnen daher weggelassen
werden; somit gibt es hier nichts zu beweisen. Seialso2. Wir gehen
aus von einem irgendwie geklammerten Produkt und betraclteOpe-
ration, die als letzte ausgéirt wird. Diese verkipft fur einm < n ein
irgendwie geklammertes Produkt der Elemedste. . ., a,, mit einem
irgendwie geklammerten Produkt der Elememnjg, . . ., a,,. Nach In-
duktionsannahme ist das erste Produkt gl@i,ghd:ef [1.2, a;, das zweite

=1 "1

istq,,,, = [1,,+1 a;- Nach Definition istg,,,,, = ¢,,_1 ,, * a,,, also ist
e )

P * A = Py * (qn—l,m * an) = (pm * qn—l,m) * Ay Dapm * qn—l,m
ein Produkt vomm — 1 Faktoren ist, zeigt die Induktionsannahme, daf3
es den Werp,,_, hat; somitistp,, xq,,,, = p,,_1 * a,, = p,,- Damit ist

das Lemma bewiesen. i

In einer Halbgruppe muf3 es kein Element geben, das sich benife-
fung mit jedem anderen Elemejmeutral‘ verlalt wie etwa die Null
bei der Addition. Wenn es so ein Element gibt, reden wir varesi
Monoid:

Definition: Eine Halbgruppéd mit Verknipfungx hei3tMonoid,wenn
es ein Element € H gibt,sodale « h=h xe = histfuralleh € H.

So sind beispielsweise die fdalichen Zahlen bdrlich der Addition
keinMonoid, da 0¢ N, sie sind aber ein Monoid béglich der Multi-
plikation, da 1€ N. Die MengeN, ist sowohl beiaglich der Addition
als auch bezglich der Multiplikation ein Monoid, da sie sowohl die
Null als auch die Eins enétt. Eine Worthalbgruppe wird zum Monoid,
wenn wir das leere Wort zulassen; es ist dadurch charaiktieridall es
keinen einzigen Buchstaben ealth also eine leere Zeichenkette ist.

In der Definition eines Monoids wurde nur gefordert, dafheslestens
ein Elementk gibt, fur dash * e = e x h = h ist; tat@chlich iste, wenn
es existiert, durch die Verkipfung eindeutig festgelegt:
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Lemma: Erfillt das Element: € H die Gleichungn x h =hxn =h
furalleh € H, soistn =e.

BeweisSetzen wir speziell = e, folgt, dal¥xe = eist. Nach Definition

eines Monoids ist abet x e = n, so dal3 = e sein muf3. .

82: Gruppen

Aul3er neutralen Elementen haben wir oft auch noch inversmé&itte;
ein Monoid, in dem es Inverse gibt, bezeichnen wir Glsippe.Da
Gruppen erheblich wichtiger sind als Halbgruppen und Mdegseien
sie, obwohl sie bereits aus der Linearen Algebra bekanntssiten,
ausfihrlich definiert:

Definition: a) Eine Gruppeist eine MengeG zusammen mit einer

Verknupfung*: G « G — G, fur die gilt

1) (@xy)xz=xx*x(yx*z)furallezx,y,z € G.

2.) Es gibt ein Element € G, das Neutralelement, so dadr falle
reGqitexr=x*xe=ux.

3.) Zujedemr € G gibtes eim’ € G, sodale * 2’ =2’ x x = eist.

Die Gruppe heifkommutativoderabelschwenn zugtzlich noch gilt
4) xxy=yxx furallex,y € G.

b) Eine Teilmengé/ C G heil3tUntergruppevonG, in ZeichenU < G,
wenn sie beiaglich der Operatios selbst eine Gruppe ist.

Unter den bekannten Zahlbereichen sidund N, weder beiglich
der Addition noch bezglich der Multiplikation GruppenZ ist eine
Gruppe beiglich der Addition, nicht aber der Multiplikation. Died£-
perQ, R undC (und auch alle anderen) sind ebenfalls additive Gruppen;
wenn man die Null entfernt, werden sie zu multiplikativenu@oen.
Beziglich der Addition istZ < Q < R < C, bediglich der Multiplika-

tionQ\ {0} <R\ {0} < C\ {0}.

Als weiteres Beispieliir Untergruppen &nnen wir die amtlichen Un-
tergruppen der (additiven) Grupfebestimmen:
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Lemma: Die Untergruppen vo# sind genau die Mengen

mZd=f{mz|z€Z} mit m e Ng.
e

Beweis:Natiirlich sind alle diese Mengen Untergruppen, denn
mzy +mz, =m(zy+2,) und (—mz)+mz=0.

Umgekehrt sel/ < Z eine Untergruppe voi. FallsU nur aus der Null
besteht, isU = {0} = 0Z. Andernfalls enthlt U eine kleinste positive
Zahl m, denn zu jedem negativenmuR3U auch dessen Inversesr
enthalten.

Nun seiz ein beliebiges Element voti. Nach dem erweitertenl=
KLIDischen Algorithmus gibtes, G € Z, sodal3 ggTt, x) = am+ [x
ist. Wegenm,z € U liegt also auch der ggT vom und x in U. Er
Ist einerseits ein positiver Teiler von, andererseits ist: die kleinste
positive Zahl inU. Also mul3 er gleichn sein, d.hz ist ein Vielfaches

vonm. ]

Mit den GruppenZ/mZ werden wir es Aufiger zu tun haben; daher

vereinbaren wir die AbltrzungZ/m = Z/mZ. In einigen Bichern
€

wird auch einfactZ,,, geschrieben; das iehte ich vermeiden, da es
im Primzahlfall zu Verwechslungen mit den sogenanmeadischen
Zahlen fihren kann.

Da eine Gruppe insbesondere auch ein Monoid ist, gibt esiawgher
Gruppe genau ein Neutralelement. Auch die inversen Elesmsind
eindeutig bestimmt, dennist s x =z x2’ =eundz” xx =z x 2" =,
So ist

=2 xe=a"x(@x2")=(@ x2)x2" =exa’ =2".

Im folgenden werden wir, wenn keine Verwechslung zulbetften
ist, die Gruppenoperation meist weglassen und statyy einfachxy
schreiben. Wenn die Gruppenoperation als Addition odetiplikation
aufgefalRt werden kann, schreiben wiry bzw.x -y, wobei der Malpunkt
ebenfalls meist weggelassen wird. Das eindeutig bestinmagse be-
zeichnen wir meist mit: ~1; wenn die Gruppe additiv geschrieben wird,



86 Algebra HWS 2015

schreiben wir—zx. In additiven Gruppen wird das Neutralelement meist
als 0 geschrieben, in multiplikativen als 1.

Damit eine Teilmengd/ C G eine Untergruppe ist, reicht es offen-
sichtlich, dal3 das Produkt zweier Elementg € U wieder inU liegt,
aulerdem auch das Neutralelement und zu jedemU das Inverse,
denn das Assoziativgesetz giltrfalle Elemente void-, also erst recht
fur alle Elemente der Teilmendé. Auf die Bedingung: € U kdnnen
wir verzichten, falldJ nicht leer ist, denn dann liegt zuc U auchz !

in U und damit auck = zz 1.

Die obigen Bedingungendtkinen wir etwas kompakter formulieren mit

Hilfe des sogenannten Komplexprodukts:

Definition: SindA, B C G zwei Teilmengen voir, so bezeichnen wir
AB={ab|ac ANbeE B}

als dasKomplexprodukvon A und B. BestehtA = {a} nur aus einem
Elementa, schreiben wir statd B auch kurzaB, entsprechend auch
Ab, falls B = {b}. AulRerdem definieren wir

At ={at|ac A}
als die Menge aller inverser Elemente zu den Elementendvon

Damit werden die beiden ersten Bedingungéneine Untergruppe zu
UU C U undU~! C U; als dritte Bedingung &nnen wir entweder
e € U oderU # () fordern.

Wenn wir uns fir die Losung von Gleichungen interessieren, unterschei-
den sich Gruppen von Halbgruppen und Monoiden durch diefalg

Kirzungsregel: Gilt fur drei Elementes, z, y einer Gruppe die Glei-
chungaz = ay oderza = ya, SO istx = y.

Beweis:Wenn wir die Gleichungiz = ay von links mita~! multipli-
zieren, erhalten wit. ~taz = o lay, alsoz = y. Bei za = ya milssen

wir entsprechend von rechts nait * multiplizieren.
|

Alternativ folgt diese Regel aus dem etwa allgemeineren
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Lemma: Furjede Gruppé&s und jedes Element € G sind die Abbil-
dungz — ax undz — xa bijektiv.

Beweis:Offensichtlich sind die Abbildungen+— a1y undy — ya=?!

Umkehrabbildungen.

Korollar: In einer Gruppé&= haben die Gleichungen: = bundya = b

fur jedes Paar von Elementend € GG genau eine Asung. .

Diese Losungen lassen sich fi@ich auch konkret angebem:= a1
undy = ba L.

Oft 16sen wir in der Mathematik Probleme dadurch, dal3 wir sie
auf ein oder mehrere einfachere Probleme in anderen Zantben
zurickfuhren: Wenn wir beispielsweise eine Rechnung in ganzerezahl
durchtihren niissen, von der wir zeigerdknen, dald das Ergebnis einen
Betrag von kbichstensM hat, reicht es, wenn wir die entsprechende
Rechnung modulo einer Primzaghturchiihren, die mindestens gleich
2M + 1 ist, denn dann sind alle)Z + 1 Zahlen zwischer-M und M
auch modulg verschieden. Alternativdnnten wir auch modulo ver-
schiedener kleinerer Primzahlen rechnen und die Ergebnisse nach
dem chinesischen Restesatz zusammensetzen; falls daskPdedp,
grofer ist als 2/ + 1, kennen wir auch dann das Ergebnis.

Um solche Methoden abstrakt anwenden @arken, brauchen wir nicht
nur Strukturen wie Gruppen, Monoide und Halbgruppen, sondeach
Abbildungen zwischen solchen Strukturen, die mit den Vapfan-
gen kompatibel sind. Diese werden &lsmomorphismebezeichnet.
Die folgende Definition &nnte wortlich tbernommen werderiif Halb-
gruppen und Monoide; da wir es aber in dieser Vorlesung kaumij
Halbgruppen zu tun haben werden, die keine Gruppen sindhidedke
ich mich auf diese:

Definition: a) Eine Abbildungy: G — H zwischen zwei Gruppe&
und H mit Verknipfungenx und x heil3t (Gruppenblomomorphismus,
falls fur allex, y € G gilt: p(z * y) = p(x) x E(y).
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Monomorphismu injektiver

b) Ein { Epimorphismus} ist ein {surjektiver} Homomorphismus.
Isomorphismus bijektiver

Zwei Gruppen= und H heil3ensomorphjn ZeichenG = H, wenn es

einen Isomorphismug: G — H gibt.

c) Ist G = H, bezeichnen wir einen Homomorphismus v@machG

auch alsEndomorphismuand einen Isomorphismus afsitomorphis-

mus.

d) DasBild eines Homomorphismus. G — H ist

Bild p = () = {¢(z) |z € G} ;

seinKernist
Kerny = {r e G| p(x)=¢€},
e

wobeie’ das Neutralelement voH bezeichnet.

Lemma: Fur jeden Homomorphismus. G — H qilt:

a) Fur die Neutralelemente € G unde’ € H ist p(e) = €.

b) Fur allez € Gist p(z) ™ = o(z™1)

c) Kerny ist eine Untergruppe vo& und Bildy ist eine Untergruppe
von H.

Beweis:Nach Definition eines Homomorphismus ist

p(e)p(e) = plee) = v(e);

auRerdem ist natlich auche’p(e) = ¢(e). Dazp(e) = ¢(e) in einer
Gruppe genau einedsung hat, mu(e) = ¢’ sein. Genauso muR
p(z™h) = p(z)~* sein, dennp(z™p(x) = p(z~ x) = ¢(e) = ¢’ und
auchp(z) " to(zx) = €.

Flur zwei Elementer, y € Kerny ist o(zy) = o(x)o(y) = ’e¢’ =€’ und
o(z™Y) = p(z) "t =71 = ¢, so daR auch Produkte und Inverse wieder
im Kern liegen. Dap(e) = €/, liegt auche im Kern, also bildet dieser
eine Untergruppe. Auch beim Bild liegen Produkte und Ineevegen
o(x)o(y) = (zy) undo(x) ! = p(z 1) wieder im Bild, und daG als
Gruppe nicht leer ist, ist auch Bild = (.
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Die Abbildungent — ax undz — za sind fur a # e natirlich keine
Homomorphismen; ein Homomorphismus bildet schliel3lick Nau-
tralelement ab auf das Neutralelement. Um dies zu errejdtiamen
wir die Multiplikation von rechts mit. kombinieren mit der Multiplika-
tion von links mita~1; wir betrachten also die Abbildung— ™~ 1za.
Dann wird naifirlich e auf e abgebildet, und wir haben auch einen Ho-

momorphismus, denriif allez, y € G ist
a Yzy)a = a_l(a:(aa_l)y)a = (e tza)(a tya).

Die Abbildung ist auch bijektiv, also ein Automorphismusn@, denn
sowohl die Linksmultiplikation mit:~* als auch die Rechtsmultiplika-
tion mit a sind bijektiv, also auch ihre Hintereinanderditsfung.

Definition: Die Abbildung vonG nachG, die jedemr € GG das Element
x9 d:fg_lxg zuordnet, heil3Konjugationmit g € G. Ein Automorphis-
e

musy: G — G heildtinnerer Automorphismusyenn es eiry € G gibt,
so dal3p(x) = 27 fur allex € G.

Man beachte, dal3 die Konjugation genau die gleiche Gestglte
die aus der Linearen Algebra bekannte Konjugation von eitri Auch
dort betrachtet man zu einer Matri¥ und einer invertierbaren Mat-
rix B, der Matrix des Basiswechsels, die MatBx 1M/ B. Falls auch\/
invertierbar ist, stimmt dies mit der Konjugation in der @pe der in-
vertierbarem x n-Matrizentiberein.

Zu einem VektorraunV' betrachtet man in der Linearen Algebra auch
seine UntervektodumelU und die Faktoumel’/U; wir wollen etwas
analoges aucluf Gruppen definieren:

Definition: Die Linksnebenklassen einer Untergrugpe< G sind die
MengenaU = {au | u € U}, die Rechtsnebenklassen entsprechend
Ua={ua|ueU}.

Fura € U ist wegen der Bijektiviit der Multiplikation mita natirlich
alU =Ua=U.

Wenn zwei NebenklassertV und bU nichtleeren Durchschnitt haben,
gibt es Elemente, v € U, so dafku = bv ist. Dann ist aucl = bvu 1,
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alsoalU = bou U = bU, davu™t € U. FallsaU # bU ist also
aU NbU =0, genauso ist auckia N Ub = () falls Ua # Ub.

Nun nehmen wir an, die Grupgé sei endlich. Dann ist natlich erst
recht jede Untergrupp& < G endlich, und es gibt nur endlich viele
Nebenklassen.

Da die Multiplikation mit einem Gruppenelement eine inje&tAb-
bildung ist, hat sowohkU als auchUa fir jedesa € G dieselbe
Elementanzahl,amlich die vonU. Insbesondere ist also die Anzahl der
Linksnebenklassen gleich der der Rechtsnebenklassen.

Dies gilt auch, wenrd~ (und eventuellV) unendlich sind, denn da jedes
Element einer Gruppe ein eindeutig bestimmtes Inverseshatich die
Abbildung, die jedem Element vak dessen Inverses zuordnet, bijektiv,
und sie ordnet der Linksnebenklasdé die Rechtsnebenklasgé: !

zu und umgekehrt. Damit gibt es auch hier eine Bijektion zive der
Menge der Linksnebenklassen und der der RechtsnebenkicSisel
a;U mit ¢ aus irgendeiner Indexmendedie samtlichen Linksneben-
klassen, sind di&/a; ' die samtlichen Rechtsnebenklassen. Wenn wir
von der Anzahl der Nebenklassen sprechen, ist es also dgaljro
Links- oder Rechtsnebenklassen meinen.

Definition: Falls die Untergruppd/ < G der GruppeG nur eine
endliche Anzahlh von Nebenklassen hat, sagen wir,habe den In-
dexn, in Zeichen {7 : U] = n. Falls es unendlich viele Nebenklassen
gibt, sagen wir[J habe unendlichen Index.

Im Falle einer endlichen Grupp@ ist auch die Anzahl¢ : U] der
Nebenklassen endlich. Jede dieser Nebenklassen hat geviaiesEle-
mente wielJ und jedes Element vad liegt in genau einer Nebenklasse;
damit folgt der

Satz von Lagrange: Fur eine endliche Grupp& und eine Untergruppe
U < Gist|G| =[G :U]-|U|. Insbesondere sind die Ordnung und der

Index vonU Teiler der Ordnung vou;. .
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JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736—1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miuEER entstand.

In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereiiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre sper zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Acai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Eihfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelnchGeometrie.

Ist V' ein Vektorraum und/ < V' ein Untervektorraum, sodanen wir

die Menge aller Nebenklassen (bei denen wir hier wegen derrkio-
tativitat der Vektoraddition nicht zwischen links und rechts ustbei-
den nussen) wieder zu einem Vektorraum machen mit der Addition
(v+U)+ (w+U) = (v+w)+U Wir wollen unsiiberlegen, ob wir auch
die Menge aller Links- oder Rechtsnebenklassen einer Gintepe zu
einer Gruppe macherbknen. Da beide&le Vllig analog zueinander
sind, beschtanken wir uns auf Linksnebenklassen.

Falls diese eine Gruppe bilden liggich des Komplexprodukts, muf3
es zua,b € G einc € G geben, so dal()(bU) = cU ist. Daa
in aU liegt undb in bU, liegt ab in cU, d.h.cU = (ab)U. Somit ist
(aU)(bU) = (ab)U. Zu beliebigen Elementem, v € U mul} es also ein
w € U geben, so daluf)(bv) = (ab)w ist. Speziell @ir v = 1 folgt,
dald es zu jedem € U einw € U geben mul3, so dadd:b = abw ist.
Multiplizieren wir dies von links mitz 2, folgt daRub = bw sein muR.
FUr jedesu € U mul3 es also eiv € U geben, so da#sb = bw ist, d.h.
die Linksnebenklasse valnmul3 gleich der Rechtsnebenklasse won
sein.

Wir kdnnen die Gleichungb = bw durch Linksmultiplikation mity—*
auch umschreiben zrtub = w; damit haben wir die Bedingung, daR
jedes Element vol/ durch Konjugation mit einem beliebigénc G
wieder auch ein Element varn abgebildet wird, da®/ also unter der
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Konjugation mitb auf sich selbst abgebildet wird.

Dies qilt aber nichtiir jede Untergruppe: Nehmen wir etwiar iG die
Gruppe&, aller bijektiver Abbildungen der Menggl, 2, 3,4} auf sich
selbst und iir U die Untergruppe, die 4 fegikt, also im wesentlichen
die Gruppe5, der Abbildungen voR 1, 2, 3} auf sich selbst, so liegt der
Dreierzyklus (1 2 3) natrlichin der Untergruppe, aber sein Konjugiertes
unter der Transposition (1 4), die Permutation

(14)71(123)(14)=(14)(123)(14)=(1423)(14=(234)
liegt nicht inU .
Die Menge der Links- oder Rechtsnebenklassentod G kann also
hochstens dann mit der offensichtlichen Veikifung zu einer Gruppe
gemacht werden, wenn die Linksnebenklasse eines jedeneitem

gleich seiner Rechtsnebenklasse ist odquivalent, wenn jeder innere
Automorphismus void- die Untergruppé/ auf sich selbst abbildet.

In diesem Fall bilden die Nebenklassen auchétsich eine Gruppe
beZiglich des Komplexprodukts, denn

(aU)(U) = (aU)(UD) = a((UU)b) = a(Ub) = a(bU) = (ab)U .

Definition: a) Eine UntergruppeV < G einer Gruppe& heil3tNor-
malteilervon GG, in ZeichenN < G, wenn fir jedesn € N und jedes
g € G das konjugierte Element? = g 1ng in N liegt.

b) Die von den NebenklasseiN = N g gebildete Gruppe heilkaktor-
gruppeund wird mitG /N bezeichnet.

Nach dem folgenden Lemma sind die Normalteiler genau died&der
Homomorphismen:

Lemma: Der Kern eines jeden HomomorphismusG — H ist ein
Normalteiler vonz, und umgekehrt gibt es auch zu jedem Normalteiler
N < G einen Homomorphismus: G — H mit Kern V.

Beweis:Istn € Kernp undg € G, so ist
e(n?) = o(g7ng) = p(g~ Npn)e(g) = (g™ New(g)
= o(g Nel9) = o(g7g) = p(e) =€,
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wobeie’ € G das Neutralelement vo@@ bezeichnet. Somit liegt? in
Kerny, was die Normaldt beweist.

Umgekehrt ist jeder Normalteilé¥ < G beispielsweise Kern der Rest-
klassenabbildung: G — G/N.

Homomorphiesatz: Fur jedem Homomorphismus: G — H ist

G/ Kernp ¥ Bild ¢ .

Beweis:Sei N = Kerny. Wir definieren eine Abbildung von G/N
nachH, die die Nebenklass¥ x aufy(x) abbildet. Sie ist wohldefiniert,
dennistNz = Ny, so liegty in Nz, lal3t sich also in der Form = nx
schreiben mih € N = Kerny. Somit ist

©(y) = p(nx) = p(n)p(x) = €' p(x) = p(x)s .

Day ein Homomorphismus ist, ist augheiner, undp ist injektiv, denn
ist B(Nz) = B(Ny), so isto(x) = ¢(y), alsop(zy™t) = ¢'. Also ist
zy~! € N und damitz € Ny, d.h. Nz = Ny. Das Bild von ist
natirlich gleich dem vonp; schianken wire ein zu einer Abbildung
von G/N nur nach Bildy statt nach gan#Z, haben wir daher einen

bijektiven Homomorphismus, d.h. einen Isomorphismus. .

Nach diesen vielen Begriffen, Lemmata unéZn wird es Zeit, end-
lich mehr Beispiele von Gruppen zu betrachten. Am einfashsind
Gruppen, die von einem Element erzeugt werden:

Definition: Eine Gruppé&- heil3tzyklisch,wenn es eiry € G gibt, so
daRR sich jedes Elemente G alsx = ¢g" schreibendf3t miteinem: € Z.
Dabei sollg™ furn € N das Produkt vom Faktoreng bezeichnen und
flirn < 0das von-n Faktorery—1; ¢%ist nafirlich das Neutralelement.

Lemma: Eine zyklische Gruppé&' ist entweder isomorph Z# oder es
gibt einm € N, so dal}l7 = Z/m.
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Beweis:Wir betrachten die Abbildung

7 — G
p.

n|—>g”

Nach Definition einer zyklischen Gruppe ist sie surjektivd@auf Grund
des allgemeinen Assoziativgesetzes ist sie auch ein Hompdnsonus.
Falls sie auch injektiv ist, folgtG =~ 7Z; andernfalls ist ihr Kern als
Untergruppe vor¥ von der Form Kerp = mZ mit einemm € N.
Nach dem Homomorphiesatz ist da@@re Z/mZ = 7./ m.

Interessante Beispiele von Gruppen liefern auch die Synenegeo-
metrischer Objekte. Betrachten wir etwa ein Rechteck mkelBq(im
Uhrzeigersinn)A, B, C, D, so gibt es (abgesehen von der identischen
Abbildung id) drei Symmetrien: Die Spiegeluagan der gemeinsamen
Mittelsenkrechten der StrecketB und DC, die A mit B undC mit D
vertauscht, die Spiegelung an der gemeinsamen Mittelsenkrechten
von AD und BC, die A mit D und B mit C vertauscht, und die Punkt-
spiegelungy am Mittelpunkt des Rechtecks, die die gegeerliegen-
den EckenA, C' sowie B, D miteinander vertauscht. Offensichtlich ist
o? = 12 = p? = id; die Gruppe ist also nicht zyklisch, da es kein Ele-
ment mit vier verschiedenen Potenzen gibt. Indem man dexkEdfuf
die Ecken betrachtet, rechnet man auch leicht nachydaf3ro = pist,
und daraus folgen die Gleichunget = op = 7 undpr = 7p = 0. Die
Verknipfung in dieser Gruppe ist also durch die folgende Tafe¢ébeg:

d o 1 p

dl d o 1 p

ol o d p T

pl p T o id

Die Gruppe heil3t KEINsche Vierergrupp&, nach dem deutschen Ma-
thematiker [ELIX KLEIN (1849-1925), der sich intensiv mit diskreten
Symmetriegruppen besaftigt hatte. Die MengeHdo,id}, {r,id} und
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{p,id} sind Untergruppen und, da die Gruppe abelsch ist, auch Nor-
malteiler vonV,. Weitere Untergruppen, abgesehen von den trivialen
Untergrupper{id} undV, selbst, gibt es nicht, denn jede solche Unter-
gruppe mufld nachAGRANGE die Ordnung zwei haben, besteht also aus
der Identiit und einem weiteren Element, dessen Quadrat die Identit
Ist.

Falls das Rechteck ein Quadrat ist, gibt es noch weitere Strien,
zum Beispiel die Drehungum 90 und ihre Potenzer? ist die Punkt-
spiegelungp, undé® = 71 ist die Drehung um-90°. AuRerdem gibt
es noch die Spiegelungen an den beiden Diagonalen, so d&Buipe
acht Elemente enit.

Allgemein wird die Symmetriegruppe des regéaldigenn-Ecks als
DiedergruppeD,, bezeichnet; die Symmetriegruppe des Quadrats ist
also die Diedergrupp®,. (Ein Polyeder ist es &rper, der von ebe-
nen Polygonen begrenzt wird, deriMel als Hexaeder etwa von sechs
Quadraten und das Oktaeder von acht Dreiecken. Bei nur 2&eihén
entsteht etwas ebenes, &ieder,gesprochen Di-eder.)

Zur Untersuchung der allgemeinen Diedergruppen, idemién wir
die reelle Ebene mit der komplexen Zahlenebene und betnacatds
regelnaligen-Eck mit Ecken

E, =2/ =0, . n—1.

Die Drehungd um den Winkel 360/n kdnnen wir dann beschreiben
durch die Multiplikation mit¢ = ¢2™*/™, seine Potenzen durch die mit
¢k = e27i/m Wennn gerade ist, gebrt dazu fir k = n/2 auch die Mul-
tiplikation mit e™ = —1, also die Punktspiegelung am Nullpunkt. An-
sonsten haberiif gerade: = 2m noch die Spiegelungen an den Geraden
durch zwei gegediberliegende Eckel, undE,,, ., k=0,...,m — 1,
und die Spiegelungen an den Geraden durch die Mittelpunkts-z
er gegeiberliegender Seiten. Die Steigungswinkel der Geradechdur
zwei gegeiiberliegende Ecken sirid- 360° /n, die durch zwei Kanten-
mittelpunkte liegen jeweils dazwischen und haben dahe8@igungen

(k + %) - 360° /n. Insgesamt haben wir somit Spiegelungenan den

n Geraden mit Steigungswinkek- 180° /n furk = 0,...,n — 1. HIr
ungeraden haben wir keine Punktsymmetrie, aber auch Spiegelungen
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an den Geraden der gerade aufgelisteten Steigungswirdeetinizige
Unterschied zum geraden Fall besteht darin, dal3 nun jederdize-
raden durch eine Ecke und den gegieerliegenden Kantenmittelpunkt
geht. Insgesamt gibt es also in beideédlén 2» Symmetrieoperationen.

Die Potenzen der Drehung bilden eine zyklische Untergruppe der
Ordnungn; diese ist ein Normalteiler. Dies kann man leicht direkt
nachrechnen durch Konjugation mit einer der Drehungenebs aper
auch einfacher ganz allgemein und abstrakt:

Lemma: Ist G eine (nicht notwendigerweise endliche) Gruppe thd
eine Untergruppe vom Index zwei, so istein Normalteiler.

BeweisDa [G : U] = 2ist, hatU genau zwei Nebenklassen. Eine davon
ist natirlich U selbst, und die andere besteht ausig@mngen Elementen
von G. Fur jedesa ¢ U ist daherUa = aU = G \ U, und damit ist/

Normalteiler. .

Da jede Spiegelungen zu sich selbst invers ist, bildet jemteilinen
zusammen mit der Idendt eine Untergruppe der Ordnung zwei. Diese
Untergruppen sind keine Normalteiler: Konjugieren wir atwy mit J,

so drehen wir zuaichst um den Winkel 3607, ersetzen also einen
Punktz € C durch(z. Danach wird an der reellen Achse gespiegelt;
dies entspricht der komplexen Konjugation, und dann wiid die
Drehungd—1 mit ¢~ multipliziert. Insgesamt wird alse abgebildet
auf ™% Cz = ¢~*Cu. Wegen(C = |¢]* = 1ist{ = ¢~%, also geht

z insgesamt auf ~2z. Wegen der komplexen Konjugation kann dies
keine Drehung sein, also ist es eine der Spiegelungea bei einer
Spiegelung genau die Punkte auf der Achse fest bleili@mdn wir die
Achse leicht bestimmen:iF ein z vom Betrag eins ist = 21, also
(~?z = z genau dann, wenfi 2 = z? oderz = +( " List. Die Fixgerade
ist also die Gerade durdhi,, _; und den gegsdiberliegenden Punkt, d.h.
6 logd =0, 5 7 0y

Da eine Symmetrieoperation auf einetraEck durch die Bilder der
Ecken eindeutig bestimmt ist, gibt es eineimathen Monomorphis-
musy von D, in die symmetrische Grupp®,,: Fallso € D,, die Ecke
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E), abbildet aufte, , istp(o) = 7. Furn = 3 isty ein Isomorphismus:
Die drei Spiegelungen, vertauschen jeweils zwei Ecken und lassen
eine fest, werden also auf die drei Transpositionen@yisabgebildet,
und die Drehungen umt:120° gehen auf die beiden Dreierzykel; die
Identitat geht ndirlich auf die Identit.

FUrn = 4 haben wir keinen Isomorphismus mehr, déhnhat 24 Ele-
mente, D, aber nur acht. In der Tat gibt es keine Symmetrie eines
Quadrats, die zwei benachbarte Ecken eines Quadrats sentadlie
beiden anderen aber fasgt; von den(g) = 6 Transpositionen liegen
also nur die beiden im Bild, die zwei gedérerliegende Ecken ver-
tauschen und den Rest fest lassen: Das sind die Bilder deg&pngen

an den beiden Diagonalen. Auch die acht Dreierzykel lassbmscht

als Symmetrieoperationen eines Quadrats realisierem sienlassen
genau einen Punkt fest,akrend Spiegelungen entweder keinen oder
zwei Punkte festlassen und Drehungen keinen. Die vier Rtedwvei-

er elementfremder Transpositionen entsprechen den vieg&8pngen,
liegen also im Bild, genauso wie der Viererzyklus (1 2 3 4) geth
Inverses (14 3 2).

Es ist keine spezielle Eigenschaft der Grugpge dald sie in eine sym-
metrische Gruppe eingebettet werden kann:

Lemma: Furjede endliche Gruppg gibt es einen Monomorphismus
von GG in eine symmetrische Grupg,, .

Beweis:Wir nummerieren die Elemente vad in irgendeiner Weise;
fur |G| = n sei alsoG = {g;,...,9,}. Fur jedes Element € G ist
die Multiplikation mitz bijektiv, es gibt also eine Permutatianc G,,,
so dallxg;, = g, ist. Die Abbildungy:G — &,,, die jedemx die
entsprechende Permutation zuordnet, istiriigh injektiv. Sie ist auch
ein Homomorphismus, denn ig{x) = 7 undp(y) = 7', so ist

(@y)g; = 2(Yg:) = TGy = 9 _ () = Imom'(i

d.h.o(zy) = o(z) o p(y) = e(x)p (V).

Wie das Beispiel der Diedergruppen zeigt, kann man zumtrgkds-
gentlich auch in eineS,, einbetten, bei dem kleiner ist als die
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Gruppenordnung; das Extrembeispiel istimbth die symmetrische
GruppeS,, selbst, die wir nicht erst i®,,, einbetten rnissen.

Die Einbettbarkeit einer beliebigen endlichen Gruppe meaymmetri-
sche Gruppe ist nicht nur theoretisch interessant: In densstrischen
Gruppe lbnnen wir explizit rechnen nach einfachen Regeln, die wir
auch einem Computer beibringearinen. Sobald wir eine Gruppe also

in eineS,, eingebettet habentknen wir dort beliebige Rechnungen
per Computer aughren. Die Einbettungen einer endlichen Grugpe

in symmetrische Gruppen bezeichnet man alsHerenutationsdarstel-
lungen; Computeralgebrasysteme wie Maple benutzen unter anderen
diese, um konkret mit Gruppen zu rechnen.

Wenn wir bei den regelafligenn-Eckenn gegen unendlich gehen
lassen, bekommen wir einen Kreis. Dies@miken wir zudchst einmal
selbst als Gruppe betrachten: Wenn wir ihn in die komplexdeteebene
einbetten als

St={zeC|ls|=1},

ist er offensichtlich eine Gruppe higglich der Multiplikation (und hat
die Menge der Ecke#,, des regelralBigenn-Ecks mit der obigen Ein-
bettung als Untergruppe). Diese Gruppe operiert durchiMikiation
auf derMengeS! dadurch, daR das Elementder Gruppe das Ele-
mentw der Menge autw abbildet. Bir z = *? undw = ¢*¥ bedeutet
das geometrisch, dal3 der Kreispunkt mit Winkebeziglich derz-
Achse um den Winkepb gedreht wird. Diese Drehungen sind aber nicht
die einzigen Symmetrieoperationen auf der Kreislinie;agewie bei
regelnalBigenn-Eck haben wir auch noch Spiegelungen, hier aber an
Geraden zu jedem beliebigen Steigungswinkel. Wir habenwaiend-
lich viele Untergruppen der Ordnung zwei, die genau wie irth der
Diedergruppen keine Normalteiler sind. Die Gruppe alleztidmgen ist
auch hier ein Normalteiler, da sie Index zwei hat: Eine diggangser-
haltende Bewegung, die den Kreis invariad, muf3 eine Drehung sein,
(Die Punktspiegelung am Mittelpunkt ist die Drehung um LBt also

o eine beliebige Drehung undeine Symmetrieoperation des Kreises,
die die Orientierung nicht edlt, so istor orientierungserhaltend, also
eine Drehung. Damit hat auch hier die Grugeder Drehungen den
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Index zwei, ist also Normalteiler. In Analogie zu den Grup@ag, wird
die Symmetriegruppe des Kreises it bezeichnet.

Die Lineare Algebra liefert eine ganze Reihe von BeispiélerGrup-
pen, vor allem als Teilmengen der Mernige‘” dern x n-Matrizenuber
einem Korperk. Am bekanntesten sind die allgemef(general)lineare
Gruppe

GL,(k) = {A € k""" | detd 70}

und die spezielle lineare Gruppe

SL,, (k) = {A e k™" | detA=1}.

Natirlich ist SL,, (k) eine Untergruppe von Gl(k); als Kern der De-
terminantenabbildung ist sie sogar ein Normalteiler, deaoh dem
Multiplikationssatz @ir Determinanten ist diese Abbildung ein Homo-
morphismus.

Ist G eine endliche Gruppe, so gibt es auch einen Monomorphismus
von G in eine Gruppe GJ.(k): Im einfachsten Fall &nnen wirn gleich
der Gruppenordnung voi nehmen, die Gruppenelemente wieder ir-
gendwie algy, . .., g,, durchnummerieren ungl abbilden auf die Mat-
rix der folgenden linearen Abbildung: Istg; g, = g,, s0solkp,(e;) = ¢,
sein, wobeky, ..., e, die Standardbasis voti® ist. Man beachte, daf}
diese Matrix eine Permutationsmatrix ist; wenn &y, identifizieren
mit der Untergruppe aller Permutationsmatrizen in, Gt haben wir
also wieder eine der oben betrachteten Permutationstiangten. All-
gemein bezeichnet man Homomorphisn&n— GL (k) als lineare
Darstellungender GruppeG; die meisten dieser Darstellungen lassen
sich nicht als Permutationsdarstellungen interpretieren

Die sogenannt®arstellungstheoridesclaftigt sich mit der systema-
tischen Untersuchung der linearen Darstellungen einepg&uSie ist

ein wichtiges Teilgebiet der Gruppentheorie, mit der marhagtruktur-
aussageiiber Gruppen beweisen kann, die sich mit anderen Methoden
nur schwer oder gar nicht beweisen lassen. Oft reichentbeliei ein-
facher zu untersuchend&haraktereder linearen Darstellungen, d.h.
man betrachtet an Stelle der Darstellungsmatrizen nund&peren.



100 Algebra HWS 2015

Fast alle hier betrachteten Gruppen wurden so definiertjrdalEle-
mente als Operationen auf einer Menge aufgefal3t werdandn: Bei

der D,, sind das Drehungen und Spiegelungen in der Ebene, bei der
GL,, (k) lineare Abbildungen vokh™ nachk™. Solche Operationen lassen
sich auch allgemein definieren:

Definition: a) Eine Operationeiner Gruppe&~ auf einer Menge\/ ist
eine Abbildung { Gx M — M

(g,m) — g(m)

fur die gilt: g(h(m)) = (gh)(m) fur alleg,h € G undm € M und
e(m) = m fur das Neutralelemertc GG und allem € M.
b) Die Bahneines Elementn € M ist die Menge

O(m) = {g(m) | g € G}.
c) Der Stabilisatoreines Elements:, € M ist
Stab(n) = {g € g [ g(m) =m} .

Fur Operationsind auch die Synonymg&ktionoderWirkunggebi&uch-
lich; stattBahnsagt man aucBrbit.

Der Stabilisator eines Elememnt € M ist eine Untergruppe vos denn
fur zwei Elementg, h € Stab(n) ist g(h(m)) = g(m) = m und

g~ m) =g~ (g(m)) = (99~ )(m) = e(m) =m..
Fur zwei Elementeg,h € G ist g(m) = h(m) genau dann, wenn
(h~1g)(m) = mist, wenn alsd g im Stabilisator vonn liegt. Dies ist
genau dann der Fall, wennin der NebenklassgStab(n) liegt, wenn
also die beiden Nebenklass¢Btab(n) undhStab(n) Ubereinstimmen.
Somit gilt

Lemma: Furjedesn € M gibt es eine bijektive Abbildung
{ G /Stabn) — O(m)

gStabfn) — g(m)
Im Falle einer endlichen Grupge gilt somit dieBahnbilanzgleichung
|O(m)| = |G|/ [Stab)].
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§3: Ringe

Ein Ringist eine algebraische Struktur mit zwei Rechenafp@nen, von
denen die eine als Addition und die andere als Multiplikagoifgefaldt
wird. Wir fordern, daf wir beizglich der Addition eine abelsche Gruppe
haben und bamlich der Multiplikation ein Monoid; aul3erdem sollen
die Ublichen Distributivgesetze gelten. Ausirlich aufgeschrieben:

Definition: EinRingist eine Menge? zusammen mit zwei VerKipfun-
gen+- R x R — R, sodal gilt

1.) BeZiglich + istR eine abelsche Gruppe.

2) (x-y)-z=x-(y-z)furallex,y, z € R.

3.) EsqibteinElement& R,sodalRlz =z -1=zxflrallex € R.
4) z-(y+z)=z-y+tx-zund@+y)-z =x-z+y-zfurallex,y, z € R.

b) Der Ring heilfkommutativwenn zu&tzlich noch gilt
5)z-y=y-zfirallez,y € R.

c) Ein kommutativer Ring heil¥orper, wenn R \ {0} bediglich der
Multiplikation eine Gruppe bildet, wenn also Aizlich gilt

6.) Zu jedemr # 0 ausR gibt es eine’ € R gibt, so dal¥ - 2’ = 1 ist.

d) Eine Abbildungy: R — S zwischen zwei Ringen heil3t (Ring-)
Homomorphismusyenn fur allex, y € R qilt

plz+y) = (@) +ely) und e -y) =) e(y),
wobei + und- auf der linken Seite jeweils die Operationen vBrbe-
zeichnen und rechts die vah

Monomorphismu injektiver
e) Ein { Epimorphismus} ist ein {surjektiver} Homomorphismus.

Isomorphismus bijektiver
Zwei Ringe R und S hei3enisomorph,in ZeichenR = S, wenn es

einen Isomorphismug: R — S gibt.

f)Ist R = S, bezeichnen wir einen Homomorphismus v®nachR auch
alsEndomorphismuand einen Isomorphismus asitomorphismus.
g) DasBild eines Homomorphismus: R — S ist

Bild ¢ = ¢(R) = {¢(x) | z € R}
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seinKernist
Kernyp d:f {x € R| p(x) =0}.
e

Das bekannteste Beispiel eines Rings ist der Rimigr ganzen Zahlen;
er ist kommutativ. Ein Beispiel eines nichtkommutativemd bilden
die n x n-Matrizenuber einem Krper (oder Ringk furn > 2.

In Ringen mul} es keine multiplikativen Inverse geben, eilecBung

axr = b mita,b € R muld also keine &sung haben. IZ ist sie genau
dann bsbar, wenm: ein Teiler vonb ist; dieses Konzept wollen wir
auch auf andere Ringe verallgemeinern. Wenn wir eindeutigeingen
wollen, kbnnen wir allerdings keine beliebigen Ringe zulassen: Wenn
wir modulo zehn rechnen, hat etwa die Gleichung 2 4 mod 10
sowohlz = 2 als auchr = 7 als Losungen. Der Grund liegt darin,
daR 2. (7—2) =2-5= 0mod 10 ist, dal3 es also Elementé # 0
gibt, deren Produkt verschwindet. Solche Elementebezeichnet man
als Nullteiler; fur eine Teilbarkeitstheorie, die dem entspricht, was wir
von Z gewohnt sind, ndassen wir die ausschlief3en.

Definition: Ein Ring heil3nullteilerfreiwenn gilt: Istx - y = 0, so mul}
mindestens einer der beiden Faktorer verschwinden. Ein nullteiler-
freier kommutativer Ring heifdhtegritatsbereicenglischdomair).

In diesem Sinne ist alséd ein Integriitsbereich, erst recht rimtich
auch jeder Krper. In einem Integrdttsbereich hat die Gleichunag = b
fur a # 0 hochstens einedsung, denn isix = ay, so ista(y — x) = 0,
alsoy —x =0undy = z.

Der Kern eines Ringhomomorphismus ist im Allgemeinen keimgR
Ansonsten riil3te er insbesondere die Eins enthalten, limgeldes Ele-
mentz € R ist dannp(x) = p(1-x) = (1) - p(x) = 0- p(x) = 0, so
dalRy die Nullabbildung sein muf3. (Vor allem in dalteren Literatur
verzichtet man aus diesem Grund bei der Definition einesdmagfig

auf die Forderung, dal3 es ein Neutralelemémtdie Multiplikation
geben mul3; dann bilden beispielsweise auch die geraderrZalmen
Unterring vonZ. Da praktisch alle interessanten Beispiele von Ringen
eine Eins enthalten, betrachten wir nur Ringe mit Eins.)
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Liegen zwei Elemente, y im Kern eines Homomorphismys R — S,
So ist

o(r+y) = o(x)+p(y) = 0+0 =0 und p(x-y) = o(r)-(y) =0-0 =0,

also liegen auch Summe und Produkt im Keriac &as Produkt &tte es
aber offensichtlich gereicht, wenn nur einer der beidendfak im Kern
liegt. Der Kern ist daher ein Ideal im Sinne der folgenden iadin:

Definition: Eine Teilmengel eines Ringsk heildtIdeal von R, in
Zeichenl < R, wennl eine additive Untergruppe vaR ist und wenn
furaller € Rundzx € I gilt: rz undxr liegenin/.

Fur kommutative Ringe reicht niadich eine der beiden Forderungen
re € I oderxr € I. Bei nichtkommutativen Ringen betrachtet man
auch Linksideale, bei denen nur in I liegen muf3 und Rechtsideale,
bei denen dies nuiif xr der Fall sein mul3; wenn — wie in obiger
Definition gefordert — beides gilt, spricht man von einemdBeitigen
Ideal.

Der Nameldeal geht auf KUMMER zurlick, der fir einen Beweis derERMAT-Vermutung
eindeutige Primzerlegung in Einheitswurzelringendiagte. Da dies im allgemeinen nicht
gilt, aber mit Idealen erreichbar ist, bezeichnete er didsieleale Zahlen.

Da jedes Ideal eine additive Untergruppe ist, kommef ials Ideale
nur die MengemnmZ mit m € N, in Frage, und die sind offensichtlich
auch alle Ideale. Wenn wir sie als Ideale betrachten, dodinewvir meist
(m) an Stelle vormZ genal} der folgenden Konvention:

Definition: a) Fur eine Teilmenge\/ eines Ringsk bezeichnet {/)
das kleinste Ideal vorR, das M enthalt. Fir eine endliche Menge
M ={aq,...,a,} schreiben wir {1) = (aq,...,a,).

b) Ein Ideal/ < R eines Ringsk heil3tHauptideal,wenn es eim € R
gibt, so dal¥ = (a) ist.

c) Ein IntegritatsbereiclR heil3stHauptidealringwenn jedes Ideal voR
ein Hauptideal ist.
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In diesem Sinne ist alséd ein Hauptidealring. Sind,, . .., a, ganze
Zahlen, so wird das Ideak{,...,a,) erzeugt vom gifdten gemein-
samen Teiler dea,, der in diesem ldeal liegt, weil er sich nach dem
erweiterten BKLIDischen Algorithmus als Linearkombination dey
schreibendl3t. Dies legt nahe, dal? der erweitent&ED ische Algorith-
mus etwas mit Hauptidealringen zu tun habénrkte.

Der BEUKLIDIsche Algorithmus beruht auf der Division mit Rest; wir
definieren daher

Definition: Ein EuKLIDischer Ring ist ein Integiditsbereichk zusam-
men mit einer Abbildung’: R \ {0} — N, so daf3 gilt: Istz|y, so ist
v(z) < v(y), und zu je zwei Elementen,y € R gibt es Elemente
q,7 € R mit

x=qy+r und r=0 oder v(r)<uv(y).

Wir schreiben auch : y = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vonz durchy.

Erwartungsger@l gilt

Lemma: Jeder BKLIDische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis:I # (0) sei ein Ideal vorR, und M sei die Menge aller(f) fur
f € I\ {0}. Das ist eine Teilmenge vadK,; sie hat also ein kleinstes
Element. Dieses sei gleiai( f). Wir wollen unstiberlegen, daR = (f)
ist: Fir ein beliebiges Element € R konnen wirg mit Rest durchf
dividieren, es also alg = ¢f + r schreiben, wobei entweder= 0 ist
oderv(r) < v(f). Letzteres ist wegen der Minimaidit vonv(f) nicht
moglich; also liegty = ¢ f in (f). .
Die Umkehrung dieses Lemmas gilt nicht, allerdings sind &peg
beispiele nicht einfach zu konstruieren, da die Funkti@us der Defi-
nition eines BKLIDischen Rings a priori®lig beliebig sein kann und
aufRerdem der einfachste Bewels, daf3 ein Ring Hauptidgadtimeist
darin besteht, zu zeigen, dal3} esdtEiDisch ist. THEODORE MOTZKIN
(1908-1970) gab 1949 den Rigy® Zw mit w = 3(1 ++/—19) als
Gegenbeispiel an in
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T. MoTzKIN: The Euclidian AlgorithmBulletin of the American
Mathematical Societ$5 (1949), 1142-1146;

einen audihrlichen Beweis ddir, dal3 dies ein Hauptidealring ist, aber
kein EUKLID ischer Ring, findet man in

Jack C. WILSON: A principal ideal ring that is not a Euclidean
ring, Mathematics Magazin6 (1973), 34-38

Das Standardbeispiel einesiLID ischen Rings ist nétlich der RingZ
der ganzen Zahlen mit(x) = |x|. Aus der Schule bekannt ist aber auch
die Division mit Rest bei Polynomen; hier definieren wiy) fur ein
von Null verschiedenes Polynom als den Grad yon

Polynome kKnnen wir wir nicht nukiber den reellen Zahlen betrachten,
sondernuber beliebigen Ringen; hier wollen wir uns allerdings mit
kommutativen Ringen begigen:

Definition: R sei ein kommutativer Ring. DdpolynomringR[ X] ist
die Menge aller (formaler) Summen

d d—1
adX + ad_lX +..-+ alX + 0/0

mitd € Ny unda,; € R fur allei. Ista,; 7 0, bezeichnen wid = degf
als derGradvon f. Addition und Multiplikation sind durch digblichen
Regeln definiert.

Offensichtlich ist auchz[ X] ein kommutativer Ring; wir knnen daher
auch den Polynomring[ X][ Y] Uber R[ X] betrachten, den wir kurz
als R[ X, Y] bezeichnen, und so weiter. Die Elemente des Polynom-
rings R[ X, ..., X,,] in n Variablen lassen sich offenbar alle schreiben
als endliche Linearkombinationen sogenanmtmomeX;*--- X~

mit e, ..., e, € Ny. Der Grad eines solchen Monoms ist die Summe
e, +...+e, der Exponenten; der Grad eines Polynoms ungleich dem
Nullpolynom ist der gof3te Grad eines darin vorkommenden Monoms.

Wir kdnnen nicht erwarten, daf’ jeder Polynomring<BDisch ist; im
allgemeinen muf} er schlief3lich nicht einmal nullteilarf@n. Immer-
hin gilt



100 Algebra HWS 2015

Lemma: Ist R ein Integriitsbereich, so auch der PolynomriR§X].

Beweis:Wir betrachten zwei Polynome

d e
f:ZaiXi und g:ijXj,
i=0 5=0

die beide von Null verschieden sind. Wibknen annehmen, dafd
und e so gevahlt sind, dafx,; und b, beide nicht verschwinden. Da
R Integritatsbereich ist, kann dann auch das Prodyk nicht ver-
schwinden, also ist deiihrende Termu b, X %*¢ von fg von Null ver-

schieden und damit aucfy selbst. .

Tatsachlich beweist dies sogar etwas mehr als die Nullteilgréie denn
wir wissen nun, dal’ sich bei der Multiplikation zweier Paymetiber
einem Integriatsbereich die Grade addieren.

Auch der Polynomringiber einem Integrétsbereich mufl nichtUue
KLIDisch sein; wie wir sehen werden, ist weddrX] noch ein Poly-
nomring in mehr als einer VariableruELIDisch. Es gilt aber

Lemma: Der Polynomringk[ X] Uber einem Krperk ist EUKLIDisch
und damit auch ein Hauptidealring.

Beweis:Wir definierenv(f) fur ein Polynomf # 0 als den Grad votf;
dann zeigt der Algorithmus zur Polynomdivision, dal} es zavei
Polynomenf, g € k[ X] mit g # 0 Polynomey, r» € k[ X] gibt mitr =0
oderv(r) < v(g) derart, dal¥ = qg + r ist.

Der BUKLID ische Algorithmus wird dazu verwendetffite gemeinsame
Teiler zu berechnen und als Linearkombination darzustelievor wir
das genauer untersucheirken, niissen wir erst definieren, was Teiler
in einem beliebigen Ring sein sollen. Eine sinnvolle Theerhalten wir
nur fur Integritatsbereiche; daher wollen wir uns darauf begoken.

Definition: R sei ein Integriatsbereich.
a) u € R heildtTeilervonz € R, in Zeichenu
gibt, so dal¥ =g - u.

x, wennes ein € R
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b) u € R heil3tgrofRter gemeinsamer Teileon x undy, wennu Teiler
von x und vony ist und wenn iir jeden anderen gemeinsamen Teiler
vonz undy gilt: v|u.

c) Ein Elemente € R hei3tEinheit, falls es eine’ € R gibt mit dem

e- e’ =¢'é = 1ist. Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir
mit R*.

d) Zwei Elementer,y € R heil3en assoziiert, wenn es eine Einheit
e € Rgibt,sodaly =¢ - x.

Mit Idealen ausgedrckt istu|z aquivalent zu£) C (u), undz,y sind
genau dann assoziiert, wenn sie das gleiche Hauptidealgane

FUr R = Z entspricht das nicht ganz den Begriffen, mit denen wir im
vorigen Kapitel gearbeitet haben: Beispielsweise ist imn8iobiger
Definition auch—3 ein gio3ter gemeinsamer Teiler von sechs und neun.
Allgemein gilt:

Lemma: a) Die MengeR™ aller Einheiten eines RingR bildet eine
Gruppe beiglich der Multiplikation.

b) Ein kommutativer Ring? ist genau dann ein Integaisbereich, wenn
die folgendeKurzungsregeérfillt ist: Gilt firz, y, z € Rundz # 0 die
Gleichungzz = yz, so istz = y.

c) Zwei Elementer, y eines Integriitsbereichk sind genau dann as-
soziiert, wenne|y undy|zx.

d) Ein grofdter gemeinsamer Teiler, so er existiert, ist bis auf Aissoz
lertheit eindeutig bestimmt.

Beweis: a)Sind e, f € R Einheiten, so gibt es Elementé, f' mit
ee/ = ff' = 1.Damitistef)(f'e) =e(ff)e' =ee’ =1,d.h.auckf ist
eine Einheit. Aul3erdem ist jede Einheit invertierbar, deff@nsichtlich
ist e’ ein multiplikatives Inverses z¢l

b) Ist R ein Integriitsbereich unadz = yz, soist ¢ —y)z = 0; daz Z0
vorausgesetzt war, folgt — y = 0, alsoxz = y. Folgt umgekehrt aus
xz = yz undz # 0 stetse = y, so istR nullteilerfrei, denn istty = 0
undy # 0, so istry = Oy, alsox = 0.

C) Isty = ex, so istz ein Teiler vony. Da Einheiten invertierbar sind,
ist auchz = e~ 1y, d.h.y|z.
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Gilt umgekehrtz|y und y|z, so gibt es Elemente, » mit =z = gy und
y =rx. Damitist r = = = (¢r)x, alsogr = 1. Somit istg eine Einheit.
d) Sindu, v zwei gio3te gemeinsame Teiler vany, so ist nach Defi-
nition u Teiler vonv undv Teiler vonu, also sindu undw assoziiert._

Schauen wir uns an, was das tinen Polynomring bedeutet!

Lemma: Die Einheiten im Polynomrindz[ X'] Uber einem Integréts-
bereichR sind genau die Einheiten vag.

Beweislist f € R[X] eine Einheit, so gibtes eine R[X] mit fg = 1;
da das konstante Polynom 1 den Grad Null hat, muf3 dasselbdiauc
fundg gelten, d.h.f, g € R und damit inR*.

Fur Polynomeiiber einem Krper bedeutet dies, dafld zwei Polynome
genau dann assoziiert sind, wenn sie sich durch eine mkidiple Kon-
stante ungleich Null unterscheiden; wenn es einéfiggn gemeinsamen
Teiler gibt, ist er also nur bis auf eine solche Konstantditvest. Das
nachste Lemma zeigt, dal3 es ihn wirklich gibt:

Lemma: In einem BEJKLIDischen RingR gibt es zu je zwei Elementen
x,y € R einen ggT. Dieser kann nach demaktipischen Algorithmus
berechnet werden undlbt sich als Linearkombination mit Koeffizienten
ausR vonz undy darstellen

Beweis:In jedem Integriétsbereich folgt aus der Gleichung= qy + r
mit z,y,q,r € R, dal} die gemeinsamen Teiler vanund y gleich
denen vory undr sind. Speziell in einem ELIDischen Ring Bnnen
wir dabeir als Divisionsrest whlen und, wie beim klassischeE
KLIDischen Algorithmus, danacih durchr dividierenusw.,wobei wir
eine Folge £;) von Divisionsresten erhalten mit der Eigenschaft, daf3 in
jedem Schritt die gemeinsamen Teiler voundy gleich denenvon,
undr; sind. Auf3erdem ist stets entweder 0 oderv(r;) < v(r;_;), SO
dal3 die Folge nach endlich vielen Schritten mit einrens 0 abbrechen
muf3. Auch hier sind die gemeinsamen Teiler vpn, undr,, = 0 genau
die gemeinsamen Teiler vanundy. Da jede Zahl Teiler der Null ist,
sind die gemeinsamen Teiler vep_, und Null aber genau die Teiler
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vonr, _4, und unter diesen gibt es malich einen gol3ten, @mlichr,,_,
selbst. Somit haben auchund y einen gbl3ten gemeinsamen Teller,
namlich den nach demuxkLiDischen Algorithmus berechneten letzten
von Null verschiedenen Divisionsresf_;.

Auch die lineare Kombinierbarkeit folgt wie im klassischieall: Bei
jeder Division mit Rest ist der Divisionsrest als Linearkmnation von
Dividend und Divisor darstellbar; beimUgLiD ischen Algorithmus be-
ginnen wir mit Linearkombinationen vanundy darstellbar sind, und
induktiv folgt, dal3 auch alle folgenden Dividenden und Baoren sind
als Reste einer vorangegangenen Division Linearkomioinati vonz
undy sind, also ist es auch ihr Divisionsrest. Insbesonderaurst der
ggT als letzter nichtverschwindender Divisionsrest Likeanbination
von z und y, und die Koeffizienten &nen wie im vorigen Kapitel
fur R = Z mit dem erweiterten &<LIDischen Algorithmus berechnet

werden.
[ |

Im vorigen Kapitel hatten wir unter anderem mit Hilfe des enerten
EukLiDischen Algorithmus die eindeutige Primzerlegung gezéiit.
einahnliches Resultat in allgemeineren Ringen definieren wir

Definition: a) Ein Elementx eines Integrétsbereichd? heil3tirredu-
zibel falls gilt: = ist keine Einheit, und ist = yz das Produkt zweier
Elemente au$, so mul¥ oderz eine Einheit sein.

b) Ein Integritatsbereichk heil3tfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Element € R lafit sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produkt= v [];_, p$* mit einer Einheitu € R*,
irreduziblen Elementep, € R und natirlichen Zahlere,.

(ZPE stent fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen Ring gibt es zu je zwei Elementeny
einen gbf3ten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir wahlen zu@dchst aus jeder Klasse assoziierter irreduzib-
ler Elemente einen Vertreteriif die Zerlegung eines Elements in ein
Produkt irreduzibler Elemente reicht es dann, wenn wir maduzible
Elemente betrachten, die Vertreter ihrer Klasse sind.
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(2

irreduzibel die entsprechenden Zerlegungen yamd y in Primfak-
toren, so Bnnen wir, indem wir dtigenfalls Exponenten Null eitihren,
0.B.d.A. annehmen, daf3= sistundp, = g, fur alle:. Dann ist offenbar

Hr pmin(ei,fi) ein ggT vonz undy, dennz = HZ:lngi Ist genau dann

=117

Teiler vonx, wenng, < e, fur alles, und Teiler vory, wenng, < f..
|

Sindz = u[[;,;p;" undy = ijzlq;j mit u,v € R™ und p;,q;

Satz: Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis:Wir missen zeigen, dal} jedes Element 0 bis auf Reihen-
folge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt aus einethEit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebethewdcann.
Wir beginnen damit, dald sich uberhaupt in dieser Weise darstellen
lakt. Wie beim Hauptsatz der elementaren Zahlentheorieibemweyir
dies durch Widerspruch.

Wir nehmen also an, esaige Elemente # 0, die sich nicht als Produkte
von irreduziblen Elementen und Einheiten darstellen lasse betrach-
ten in der Mengé\/ aller dieser Elemente ein kigglich der Teilbarkeit
minimales, d.h. ein Elementc M derart, dal’ jedeg < M, dasy teilt,
zuy assoziiert sein mul3. Wir iissen uns zuchstiberlegen, dafl? es so
ein Elementiberhaupt gibt:

Ware dies nicht der Fall, scakten wir eine unendliche Folge von Ele-
mentenz,, x,, ... ausM derart, dal stets,,, ein echter Teiler vor,
ist. Fur die Hauptidealesf,) bedeutet das, dal () stets echt enthalten
istin (z,,1):

(z1) C(z) C(x3g) C---

Die Vereinigung! der samtlichen Hauptidealex() ist wieder ein ldeal,
und da wir in einem Hauptidealring sind, it () ein Hauptideal. Da
I die Vereinigung allex;) ist, mul3z in einem dieser ldeale() liegen.
Furj > ¢ ist dann

(z) € (z;) C (zy) C I =(x),

im Widerspruch zur Annahme, daf;f echtin ;) enthalten ist. Also
gibt es ein beiglich der Teilbarkeit minimales Elemente M.
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x kann nicht irreduzibel sein, denn sonsinex = x eine Darstellung
als Produkt irreduzibler Elemente. Dah&Rt sichz als Produkt: = yz
zweier Elementer,y schreiben, die beide keine Einheiten sind. Als
echte Teiler vonr kdnneny und z nicht in M liegen, lassen sich al-
so als Produkt einer Einheit mit einem Produkt irreduzilide&mente
darstellen. Multiplizieren wir die beiden Darstellungertemander und
fassen die beiden Einheiten zusammen zu deren Produkttesrar
eine entsprechende Darstellung fc, im Widerspruch zur Annahme
x € M. Also kann es keine Gegenbeispiele geben.

Als nachstes riassen wir unsiberlegen, dal} diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlicliésiittel
hierzu ist wieder die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementein Produktzy teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

Zum Beweisnehmen wir anp sei kein Teiler vone. Dann liegtz nicht
im Ideal (p), das Ideal §, x) ist also echt gil3er als ). Da wir den
Ring als Hauptidealring vorausgesetzt haben, gibt es @mé&ihtg, so
dald p,x) = (g) ist, d.h.q ist ein Teiler vonp. Da p irreduzibel ist,
sind alle Teiler entweder assoziiert puoder Einheiten. Im Falle der
Assoziiertheit vare @) = (p), was hier nicht der Fall ist; somit muf3
eine Einheit sein. Dann erith (¢) auchq™l¢ = 1, ist also der ganze
Ring. Da ¢) = (p, z) ist, gibt es also eine Darstellung

l=ap+px

mit zwei Ringelementemy, 5. Multiplikation dieser Gleichung miy
fuhrt aufy = apx + Bxy, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchteilbar: Beiapz ist das klar, und bebzy folgt es
daraus, dal3 nach Voraussetzyren Teiler vonxy ist. Also istp Teiler
vony, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

Falls ein irreduzibles Element ein Produkt]] z; teilt, teilt es min-
destens einen der Faktoren. i=1

Um den Beweis des Satzes zu beendeirssan wir noch zeigen, daf3
die Zerlegung bis auf Reihenfolge und Einheiten eindegigWie-
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der nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, undnten in der Menge
aller Gegenbeispiele ein kiéglich der Teilbarkeit minimales Element
Dieses hat somit mindestens zwei Zerlegungen

T S
— €; — f
i=1 j=1

wobei wir annehmen dénnen, dal’ alle;, f; > 1 sind. Dann istp,
trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch destem Wegen
der Zwischenbehauptung teilf also mindestens eines der Elemepjte
d.h.p; = wq; ist bis auf eine Einheity gleichq;. Dax/p; = z/(wq;)
ein echter Teiler vonm ist, liegt dieses Element nicht ¥, hat also eine
bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutige Zerlegungraduzible

Elemente. Damit hat aucheine solche Zerlegung. .

Da der Polynomring in einer Vanderlicherilber einem Krper Haup-
tidealring ist, &f3t sich dort somit jedes Polynom in irreduzible Faktoren
zerlegen. Wir wollen ungberlegen, dal3 die auctwrfPolynome in meh-
reren Veanderlichen gilt, sogar dann, wenn wir deidrider ersetzen
durch beliebigen faktoriellen Ring. Der entsprechende §aht zuiick

auf Gauss, der dazu einen beliebigen solchen Polynomring einbettet i
einen Polynomring in einer Variablérmer einem Krper.

Als ersten Schritt konstruieren wir zu einem Inte@tsbereichk einen
Korper, derR entralt; Vorbild ist die Konstruktion der rationalen Zahlen
aus den ganzen.

Wir betrachten also auf der Menge aller Pagfgyf mit f,g € R und
g 7 0 dieAquivalenzrelation

(f,g)N(T,S)@fS:gT; f

die Aquivalenzklasse vonf( g) bezeichnen wir als defBruch ~.
g

Verknipfungen zwischen diesen iBthen werden nach ddiblichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

=+
for_Jfstrg

g S gs

r

gs

und

I
g

» |3
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~

Dies ist wohldefiniert, denn sindf(g) ~ (f,g) und @, s) ~ (7, 5), SO

ist 3
_Jfr
g5

Wl 3

Wegenfj = fg undrs = 7's ist
(f3+7G) - gs = f3gs +Tggs = fgsd +7sq§
= ggss +rs59g9 = (gs +ry)gs

und (f7)(gs) = fgf's = ggrs = (gr)(G5), d.h. auch die Ergebnisse sind
aquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie b)), daR dieséquivalenzklassen einen
Ring bilden mit‘—l) als Null und% als Eins; er ist sogar eindper, denn

furf,g 70 ist% ein multiplikatives Inverses zg, da(fg, fg) ~ (1,1).

Identifizieren wir schliel3lich ein Elemerft e R mit dem Bruch{, SO
kdnnen wirR in den Korper K einbetten.

Definition: Der so konstruierte &rper K heil3t Quotientenbrper
von R, in ZeichenK = QuotR.

Das Standardbeispiel ist @lich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenkorperk(X) = Quotk[ X] eines Polynomring@ber einem Krperk
e

Ist wichtig: £(X) heil3t rationaler Funktioneidkper in einer Veinder-
licheniiberk. Seine Elemente sind rationale FunktioneXind.h. Quo-
tienten von Polynomen inX, wobei der Nenner natlich nicht das
Nullpolynom sein darf.

Fur Polynome, die statiber einem Krper nuriiber einem faktoriellen
Ring definiert sind, sind die beiden folgenden Begriffe sgésentlich:

Definition: a) Derlnhalteines Polynomg = a, X% +---+ay € R[X]
ist der gof3te gemeinsame Teilé(f) seiner Koeffizientem,.
b) f heil3tprimitiv, wenn diea, zueinander teilerfremd sind.

Indem wir alle Koeffizienten eines Polynoms durch ihren gesamen
ggT dividieren sehen wir, daf’ sich jedes Polynom R{X] als Pro-
dukt seines Inhalts mit einem primitiven Polynom schreil@st. Diese
Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Polynomdalten:



114 Algebra HWS 2015

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. &r zwei Polynome
f=a;X%+a; X1+...+a;X+a, und
g=b,X+b,_ (X +. ...+ X +0,

ausR[X]ist I(fg) = I(f) - I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f) - f* undg = I(g) - g* mit primitiven
Polynomenf* und g*; dann istfg = I(f) - I(g) - (f*¢™). Falls f*g*
wieder ein primitives Polynom ist, folgt, dal§fg) = I(f) - I(g) sein
muf3.

Es geriigt daher, zu zeigen, daf’ das Produkt zweier primitiverrRohe
wieder primitiv ist. Seifg = ¢, X+, 1 X4+ 40, X+,
dannistc, = > ab;.

i,7 miti+j=r
Angenommen, diese Koeffizientephaben einen gemeinsamen Teiler,

der keine Einheit ist. Wegen der Faktoriativon R gibt es dann auch
ein irreduzibles Element, das alle Koeffizienten,. teilt.

Insbesondere ist ein Teiler vonc, = agby; dap irreduzibel ist, muf}
mindestens einer der beiden Faktotgnb, durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vgiund g ankommt, Kknnen wir
0.B.d.A. annehmen, daf} Vielfaches vorp ist.

Da f ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientdurchp
teilbar sein;v sei der kleinste Index, so daf} kein Vielfaches vorp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Index O, fur denb,, nicht

durchp teilbar ist. In
Cprr = Z a;b;

1,5 mit i+j=p+v
ist dann der Summand,b,, nicht durchp teilbar, abertr jeden anderen
Summanden,b, istentwedei < v oderj < u, sodald mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt dyre¢gilbar ist. Insgesamt
istdaher,,,,, nichtdurctp teilbar, im Widerspruch zur Annahme. Somit

mul3 f g ein primitives Polynom sein.
|
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Satz von Gaul’: R sei ein faktorieller Ring und< = QuotR. Falls
sich ein Polynomf € R[X] in K[X] als Produkt zweier Polynome
g,h € K[X] schreiben &f3t, gibt es eim € K, so dallg = A\g und
h=A"thin R[X]liegen undf =G - h.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache alle
Koeffizienten kbnnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten ds
eines mit Koeffizienten auB machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Sonaf3t sich jedes Poly-
nom ausK|[x] schreiben als Produkt eines Elements vomit einem
primitiven Polynom ausk[x]. Flr g undh seien dies die Zerlegungen

g=cg® und h=dh*.
Dann istf = (cd)g*h™, und nach dem Lemma igt h* ein primitives

Polynom. Daher liegtd = I(f) in R, und wir kbnnen beispielsweise
g = I(P)g* undh = h* setzen.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitiage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der Gttinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des Knigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch sEime-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universit Gottingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte ér ferfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Korollar: Ein primitives Polynony € R[X]istgenaudannirreduzibel
in R[X], wenn es inK[X] irreduzibel ist. .
Fir nichtprimitive Polynome gilt diese Aussage imdith nicht: Das
Polynom 2X + 2 ist zwar irreduzibel ifQ[X], hat aber inZ[ X] die
beiden irreduziblen Faktoren 2 udd+ 1.

Aus dem Satz von @ussfolgt induktiv sofort, dald seine Aussage auch
fur Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraug folg
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Satz: Der Polynomringiber einem faktoriellen Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir missen zeigen, dald sich jedésc R[X] bis auf Rei-
henfolge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzeduzibler
Elemente aus?[ X] und einer Einheit schreibe@Bt. Dazu schreiben
wir f = I(f) - f* mit einem primitiven Polynony* € R[X] und zer-
legen zu@dchst den Inhalt(f) in R. Da R nach Voraussetzung faktoriell
Ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge unt&ten ink,
und wie wir bereits wissen, sind die Einheiten vBhX] gleich denen
von R.

Als nachstes zerlegen wir das primitive Polynginiiber dem Quotien-
tenlkdrper K von R; dies ist nbglich, daK[.X] als BukLIDischer Ring
faktoriell ist. Jedes der irreduziblen Polynomedie in dieser Zerlegung
vorkommen, &Rt sich schreiben alg = \,p, mit einem), € K* und
einem primitiven Polynonp, € R[X]. Wir konnen daher annehmen,
dafR3 in der Zerlegung vofi nur primitive Polynome au®[x] auftreten
sowie eine Einheit auk’. Diese mul3, dg* Koeffizienten ausz hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, i® liegen; da auchy™
primitiv ist, mul3 sie dort sogar eine Einheit sein.

Kombinieren wir diese Primzerlegung vgif mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vogefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprectenid die

Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vphsowie die Zerlegung eines

Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.
|

Da wir einen Polynomring[ X4, . . ., X,.]in n Veranderlichen als Poly-
nomringR[ X4, ..., X,,_1][X,,]in einer Veianderlicheriiber dem Poly-
nomringR[X,,...,X,,_;]in n — 1 Veranderlichen auffasseroknen,

folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[ X, ..., X,,] in n Veranderlichenlber ei-
nem faktoriellen RingR ist faktoriell. Insbesondere sité] X, . . ., X,,]
sowiek[ X4, ..., X, ] furjeden Korperk faktoriell.

|
Damit wissen wir also, daf3 auch Polynome in mehrereanéerlichen
uberZ odertiber einem Krper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
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legt werden Bnnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
grofdte gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konswudie Com-
puteralgebra kennt zwar Algorithmen, mit denen man diedtaéerung
fur Polynome, auch in mehreren ¥aderlicheniiber den ganzen oder
rationalen Zahlen (und einigen anderen) konstruktiv diirecien kann,
sie benutzen aber ganz andere Methoden als der obige Beweis.

Nachdem wir nun wissen, dald auch beispielsweise die Ritjgé€]
undR[ X, Y] faktoriell sind, wissen wir, dal3 auch dortfdte gemein-
same Teiler existieren. Offensichtlich sind #j X] sowohl die Zwei
als auchX irreduzible Elemente; ihr gfdster gemeinsamer Teiler ist
also eins. Es gibt aber natich keine Darstellung 1 =2+ X3 mit
ganzzahligen Polynomemn ( € Z[ X], denn der konstante Term eines
Polynom der Form @ + X 3 ist immer gerade. Genauso istiRj.X, Y]
der ggT vonX undY gleich eins, aber eine Darstellung in der Form
1 = X« + Y3 ist nicht nbglich, daX« + Y keinen konstanten Term
hat. Beide Ringe sind daher zwar faktoriell, aber nicbkED isch. Sie
sind auch keine Hauptidealringe, denn auch in einem Haegiltithg ist
der ggT linear kombinierbar: Iséimlich (z, y) das von zwei Elementen
x,1y erzeugte ldeal, so ist dieses ein HauptidealDa () sowohlz als
auchy enthalt und damit auch die Hauptideale) und (), ist u sowohl
Teiler vonz als auch vory. Ist umgekehrt ein gemeinsamer Teiler
von z undy, so liegenz undy in s, also auch<, y) = (u). Also liegt
(u) in (s), d.h. s ist ein Teiler vonu. Somit istu ein grdfdter gemein-
samer Teiler vorx undy; als Element voni, i) hat er ndirlich eine
Darstellung der Form = ax + 3y.

Zu Beginn dieses Paragraphen haben wir Ideale diingedls Teilmen-
gen deren Eigenschaften gerade die der Kerne von Ringhorpbiee
men sind. Von daher sollte esaglich sein, Faktorringe modulo einem
Ideal zu bilden.

Wir beschanken uns auf kommutative Ringe und betrachten ein
Ideal I <« R. Da R insbesondere eine (additive) Gruppe ist uneine
Untergruppe, also wegen der Kommutatwiter Addition automatisch
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ein Normalteiler ist, knnen wir auf jeden Fall die additive Gruppe [
bilden. Um sie zu einem Ring zu machen, brauchen wir noch eine
Multiplikation. Es bietet sich an, diese durch die Vorstthri

(@+Dy+I)=wy+l
zu definieren — falls dies wohldefiniert ist.
Istz+I=z2'+Tundy+1=1y +1,soist
2y’ = (z+ @ —2)(y+ @ —v))
=axy+ay —y)+ @ —2)y+ @ —-2)y —y).

2’ — x und y’ — y liegen in I; nach Definition eines Ideals liegen
daher auch alle Produkte einer dieser Differenzen mit einelebigen
Ringelement inf. Somit unterscheiden sicky undz’y’ nur durch ein
Element vonl, d.h.zy + I = 2’y + I. Dies zeigt die Wohldefiniertheit
der Multiplikation; Assoziativ- und Distributivgesetzlfgen daraus, daf3
sie in R gelten.

Definition: R/I mit den beiden Rechenoperationen

(@+D++D)=(@+y)+l und @+)(y+I)=ay+l
heil3tFaktorringvon R modulo dem Ideal.
Wie bei Gruppen haben wir auch bei Ringen einen
Homomorphiesatz: Ist p: R — S ein Homomorphismus von kommu-
tativen Ringen, so ist

R/ Kerny ¥ Bild ¢ .

Beweis:Zwei Elementer,y € R haben genau dann das gleiche Bild
o(x) = p(y), wenny — x im Kern liegt. Daher werden alle Elemente

einer Nebenklasse + Kerny auf dasselbe Element vahabgebildet,
so daf3

_ | R/Kemp — S
| z+Kernp — o(z)
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eine wohldefinierte Abbildung ist. Da verschiedene Nebasdeén ver-
schiedene Bilder haben, ist sie injektiv, und sie ist ein ldorarphismus,
denn

& ((z +Kerny) + (y + Kerny)) = o((z +y) + 1) = p(z +y)
= () + ¢(y) = p(z + Kerny) + ¢(y + Kerny)
und

& ((z + Kernyp)(y + Kerny)) = g(xy + 1) = p(zy) = ¢(x)o(y)
= p(x + Kernp)o(y + Kernyp) .

Wenn wir sie einsclimken zu einer Abbildung vo®®/ Kerny nach

Bild ¢, ist sie auch surjektiv, also ein Isomorphismus.
|

Betrachten wir als Beispiel den Homomorphisnu€)[ X] — R, der
jedes Polynom abbildet auf seinen Wert an der Stejle= /2. Ein
Polynomf € Q[X] liegt genau dann im Kern, wenn es bR eine
Nullstelle hat wie beispielsweise das Polynaffi—4. InR[X]ist so ein
Polynom durch X — v/2) teilbar, aber d&/2 ¢ Q, gibt es inQ[X] keine
entsprechende Zerlegung. Trotzdem hilft uns diese Bemerkei der
Bestimmung von Kerm: Berechnen wir irR[ X] den gif3ten gemein
samen Teiler eines Polynomys € Kerny nach dem EkLIDischen
Algorithmus, erhalten wir als Ergebnis ein Polynom ], denn da
beide Polynome rationale Koeffizienten haben, sind auckéiPoly-
nomdivisionen immer alle Quotienten und Reste Polynome#uUs].
Daher erhalten wir genau das gleiche Ergebnis wie bei eiesrdinung
in Q[ X]. Das Ergebnis muf iR[ X] durch (X — v/2) teilbar sein und ist
ein Teiler vonX? — 2; wegen der Irreduzibilitt von X2 — 2 in Q[ X] ist
der ggT alsaX? — 2. Somit ist jedes Polynom aus Keprein Vielfaches
von X2 — 2, und umgekehrt liegt auch jedes Vielfache f — 2 im
Kern, da bereitst? — 2 beiz, = v/2 verschwindet.

Auch das Bild vony laRt sich leicht bestimmen: Setzen wi2 ein

in ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, erhalten wis &rgebnis
offenbar immer eine Zahl der Form+ bv/2 mita,b € Q. Umgekehrt
erhalten wir, wenn wirf variieren, auch alle Zahlen dieser Art, denn
f =bX +a liefert den Werta + by/2.
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Nach dem Homomorphiesatz ist al§pX]/ Kerny =~ Q ® Q2. Das
Urbild von /2 ist dabei die Nebenklasse vox, was wir auch so
interpretieren Bnnen, daR wir die i) unldsbare Gleichung? = 2 im
Ring Q[ X]/(X?—2) ,gebst* haben: Dig Losung" ist die Nebenklasse
von X modulo dem Ideal = (X? — 2), denn da—(X? — 2) in I liegt,
liegenX? und X2 — (X2 —2) = 2 in derseolben Nebenklasse modiilo
dh. (X +1)?=X2+1=2+1.

Auf den ersten Blick mag dies wie eiiberflissiger Taschenspieler-
trick erscheinen; wenn wir uns aber daran erinnern, wie drejiexen
Zahlen aus den reellen konstruiert wurden, dann entspistgenau
derDefinitionvon C alsR[X]/(X? + 1), wobei die Nebenklasse von
mit ¢ bezeichnet wird.

Betrachten wir allgemein einendfperk und ein irreduzibles Polynom
f € k[X]vom Grad mindestens zwei. Dann hain . keine Nullstelle,
denn vare z € k eine Nullstelle, so &re (X — z) ein Teiler vonf,
was fir ein irreduzibles Polynom vom Grad mindestens zwei nient d
Fall sein kann. Es ist aber rimtich moglich, daf¥: in einem gblReren
KorperK enthalten ist, in denf eine Nullstellez hat. Auch hier Knnen
wir den Homomorphismus

_{k[X]—>K
U fe e

betrachten. Sein Kern erih natirlich das Polynony, dennf(z) = 0.
Wie jedes Polynom aus Kernist f in K[ X]durchX —z teilbar; fur ein
ein beliebiges Polynom € Kerny ist daher der inkK[ X] berechnete
ggT von f und g durch X — 2 teilbar. Da keine der Rechenoperation
bei der Anwendung desUkLID ischen Algorithmus auf zwei Polynome
aus k[ X] aus k[ X] hinaus fihrt, liegt dieser ggT ink[X] und teilt
natirlich das irreduzible Polynonj. Da er inK[X] durchX — z teilbar
ist, hat er mindestens den Grad eins, kann also keine Eiséigitund
Ist somit gleichf. Damit istg ein Vielfaches vory, d.h. Kerny = (f).

Nach dem Homomorphiesatz i8fX]/(f) daher isomorph zu einem
Teilring von K. Dieser Teilring ist ta&chlich sogar ein Brper: Schrei-
ben wir wieder zur besseren Unterscheiduing(f), so istg + I genau
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dann vom Nullelement des Ring$X]/I verschieden, weng nicht

in I liegt. Wegen der Irreduzibilitt von f sind f und g dann tei-
lerfremd; dak[X] ein EuKLIDischer Ring ist, gibt es also Polynome
g,¢ € k[X],sodaRy’g+ f'f=1ist. Alsoistgg=1— f'fecl1+1]
und (¢’ +I)(g+ 1) =g'g+1 =1+1.Somit hat jedes von Null verschie-
dene Element ein multiplikatives Inversé$;X]/1 ist also ein Korper.

In diesem Korper hatf das ElementX + I als Nullstelle, denn setzt
manX in f ein, passiert gar nichts; setzt man akse- I ein, ertalt man
f+1=0+TIunddamitdas Nullelement vatfj X]/1.

Wir haben damit zu einem irreduziblen Polyngime k[X] einen Er-
weiterungskrper gefunden, in dem das Polynom eine Nullstelle hat.
Wenn wir eine numerischedsung suchen, sind wir damit noch nicht
viel weiter; wir brauchen dann zaglich eine Einbettung desdfpers
k[X]/I in einen Korper wieR oderC. Im nachsten Kapitel werden wir
aber sehen, dal3 uns debiger k[ X]/I eine groRRe Hilfe ist, bei der
Untersuchung der Nullstellen des Polynoynsnd der Moglichkeit, sie
durch Grundrechenarten und Wurzeln ausiaaken.

Der Homomorphiesatzihrt uns auch zu einer Verallgemeinerung des
chinesischen Restesatzes auf Ringe und Ideale. Beginmenitndem
Fall von nur zwei Idealen:

Lemma: R sei ein kommutativer Ring, und, J seien ldeale voIR.
Dann gibt es einen Monomorphismus von Ringen

| R/(INJ)—R/I®R/J]
90.{ g (+I,z+J)
Beweis:Es gibt nafirlich einen (Ring-)Homomorphismus
_|R—R/I®R/J]
SO-{ x— (x+1,x+.))

Ein Elementz € R liegt genau dann im Kern vap, wenn sowohk: + 1
das Nullelement voR/ I ist als auchz + J das vonR/.J, das heil3t:
liegt sowohl inI als auch inJ, und somit ist Kerp = I N J. Nach
dem Homomorphiesatz ist dah&/(I + J) = Bild , und da Bildp
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nailrlich eine Teilmenge vo® /I ® R/J ist, haben wir die Behauptung

bewiesen. .

Wir konnen allerdings nicht erwarten, dal3 dieser Monomorplrsstais

ein Isomorphismus ist: Wenn wi# nachZ /(4) @ 7 /(10) abbilden, kann
etwa das Elementl + (4), 2 + (10)) unmbglich ein Urbild haben, denn
dieses rifite ja sowohl gerade als auch ungerade sein. Da 4 und 10
beide gerade sind, kar(y + (4), = + (10)) hochstens dann im Bild von

© liegen, wenny = z mod 2.

Bevor wir unsiiberlegen, was wir im allgemeinen Fall sagémien,
zurachst eine

Vorbemerkung: Sind I’ ¢ I < R zwei ldeale eines Ring®, so
ist die Projektionr: R/ I die Hintereinanderaughrung der Projektion
7' R — I' und des Homomorphismus

{ R/I' — R/I
.

x+Il'—x+1

Beweis:p ist wohldefiniert, dal’ ganz inI liegt, und fir jedesr € R
ist(pon)x)=px+I)=x+1=mn(x).

Betrachten wir nun zu zwei ldealen eines kommutativen RiRgie
drei natirlichen Projektionen

R—R/I, R—R/J und R— R/(I+J),

wobei
I+J={x+y|xze€lundy € J}

ist. Dies ist ein Ideal vork, denn fir z;,2, € I undy,,y, € R
liegt wegen der Kommutathat und Assoziativiat der Addition auch
(1 +y1) + (22t yy) = (@ +2) +(yy +yp) In I+ J,und furr € Rist
wegen des Distributivgesetzes auch, +y,) = rxq +ry, € I +J.

Nach der Vorbemerkung haben wir dann auch Abbildungen
R/(INJ)— R/I, R/(INJ)— R/J und R/(INJ) — R/(I+J).
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Dal und.J Teilmengen vord +.J sind (setze) = O bzw.z = 0), gibt uns
die Vorbemerkung aul3erdem noch AbbildungenRk/I — R/(I + J)

undm,: R/J — R/(I + J). AuBerdem haben wir noch die Gaiche
Projektion

R—>R/([+])
" x—x+ (I +J) '

In der Abbildungsfolge
R/1

/ N\
R — R/INJ) . R/(I+.J)

N\ /
R/J

ist es offensichtlich gleichgtig, auf welchem Weg wir vonk nach
R/(I +J) gehen; wennes zy@I,z+J) € R/I® R/Jeinz € R
gibt,sodalRq+1,z+J)=(x+1,z+J)ist, mul} also gelten

Tily + 1) =z + J) = ()

Ist umgekehrtry(y + I) = my(z + J), soisty+ (I +J) = z+ (I +J),
alsoy — z € I + J. Es gibt daher Elementec I undj € J, so dal}
y—z =di+jistunddamiy—i = z+j.Day—i € y+Iundz+j € z+.J,
wird z =y — i = z + 5 daher vonp auf (y + I, z + J) abgebildet, so daf}
dieses Element im Bild liegt. Somit haben wir gezeigt

Lemma: Die Abbildung
R/INJ)— R/I®R/J
(p:{ v (@41, a+)
induziert einen Isomorphismus vaty (I N J) auf

{(z+L,y+J)€ER/IOR/J |z+{I+J)=y+(I+J)}.

Im Fallel + J = R bestehtR/(I + J) nur aus einem Element, so dal3
surjektiv ist. Durch vollsindige Induktion folgt:
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Chinesischer Restesatz fur Ringe:R sei ein kommutativer Ring und
I,..., I, seien Ideale vor? derart, dal¥ , + I, = R fur alle u 7 v.
Dann gibt es einen Isomorphismus von Ringen

e R/I,N---NI)—>R/I,& &R/, .

Beweis:Fur r = 1 gibt es nichts zu beweiseryrfr = 2 haben wir den
Satz gerade bewiesen.

Furr > 2 betrachten wir die Ideale=1;+---+1,._; undJ = I. Nach
dem gerade bewiesenen LemmaRs{(/ N J) =~ R/I & R/J, also

R/(ILiN---NL)= R/ +---+I,_)®R/,.
Nach Induktionsvoraussetzung ist
R/(Iy+---L,_) ¥ R/ ®---R/I,_4

also ist
R/(I;Nn---NL)R/[;®---BR/I..

Speziell ir R = Z und Idealel,, = (m,) erhalten wir den klassischen
chinesischen Restesatz. Um Klammern zu sparen, schreibkinitig
einfach, wie schon bisher bei der additiven Grugpgy: auch fir den
RingZ/(m); auBerdem sagen wir meist einfachwenn wir die Neben-
klasser + (m) meinen. Damit erhalten wir den folgenden Spezialfall:

Satz: Fur paarweise teilerfremde rimtiche Zahlenm,, ..., m,. istdie
Abbildung
NZ/my---m, — Z[/mqy x - X Z[m,
- x — (x modmg,...,x modm,.)

ein Isomorphismus von Ringen.
|

Korollar:  Sind m4, ..., m, paarweise teilerfremd, so gibt es einen
Isomorphismus multiplikativer Gruppen

(Z/ml---m,n)>< > (Z/ml)x @D (Z/mr)>< :
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Beweis:Ein Isomorphismusp: R — S von Ringen induziert einen
Isomorphismusk* — S* zwischen den Einheitengruppen, denn ist
r € R*,sogibteseiny € Rmitzy =1, also ist auckp(z)p(y) = 1. Ist
umgekehrtp(x) eine Einheit vonS, so gibt es inS ein multiplikatives
Inverses, das sich wegen der Surjekévivon ¢ als ¢(y) mit einem

y € R schreibendl3t. Dap(zy) = o(x)o(y) = 1 =p(1) ist, muldry = 1
sein wegen der Injektivatt vony.

Fur das zu beweisende Korollar besagt dies, dal3 die Einlgeitppen
der RingeZ/(my ---m,)undZ/m, & - - - & Z/m,. isomorph sind. Da
die Multiplikation sowohl in einer direkten Summe von Rimges auch
in einer direkten Summe von Gruppen komponentenweise d-fist,

ist letztere Gruppe isomorph zur direkten Summe der Eiahgiuppen

(Z/m,,)”, womit das Korollar bewiesen ist.
|

Definition: Fir eine nairliche Zahlm > 2 bezeichnen wil(Z/m)><
als dieprime Restklassengruppe modulg ihre Gruppenordnung wird
mit ¢o(m) bezeichnet. Die Funktiop: N \ {1} — N heif3t EJLERSChe
w-Funktion.

LEONHARDEULER (1707-1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universit. Dort legte er zwei Jahre &fgr

die Magisterpiifung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung VOOHANN
BERNOULLI mit Mathematik besdhftigt. 1726 beendete

er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung RIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preul3ische Akademie der Wis-
senschaften; nachdem sich das \&his zwischen den
beiden dramatlsch verschlechtert hatte, kehrte er 17863@€etersburg zick. Im glei-
chen Jahr erblindete er volistdig; trotzdem schrieb er rund diélfte seiner zahlreichen
Arbeiten (Seine gesammelten Abhandlungen umfassenan8d danach. Sie enthalten
bedeutende Be#ige zu zahlreichen Teilgebieten der Mathematik, PhysikioAsmie
und Kartographie.

Das gerade bewiesene Korollar zeigt, daf’ diegeschep-Funktion in
manchen Bllen multiplikativ ist, genauer:
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Definition: Eine Funktiony von einer Teilmenge der rialichen
Zahlen nachN heif3tschwach multiplikatiwenn fir zwei teilerfremde
Zahlenm, n gilt: p(mn) = p(m)e(n).

Lemma: Die EULERscheyp-Funktion ist schwach multiplikativ.

Beweis: Sind m und n teilerfremd, so ist nach obigem Korollar
(Z/mn)”™ = (Z/m)”" @ (Z/n)”. Die Gruppe links hat(mn) Ele-
mente; rechts steht, mengentheoretisch gesehen, dasisaneProdukt
zweier Mengen mitp(m) und ¢(n) Elementen. Dies beweist die Be-
hauptung.

Die Voraussetzung, dafd und n teilerfremd sind, ist notwendig: Bei-
spielsweise entiit (Z/4) * die Nebenklassen der Eins und der Drei, so
dal3p(4) = 2ist. Im RingZ /2 ist nur die Eins eine Einheit, d.&a(2) = 1
undp(2 - 2) 7 ¢(2) - p(2).

Wir kdnnen die Elemente der primen Restklassengruppe auclmbesti
men, ohne dafl’ wir zu jedem ein Inverses findérssen:

Lemma: Die Nebenklasse+(m)in Z/m liegt genau dannifiz/m)
wenn ggTf{, m) = 1ist.

Beweis:Sind z und m teilerfremd, so liefert uns der erweitertes£
KLID ische Algorithmus ganze Zahlenn, so dalicy + mn = 1 ist, also
xy = 1— mn = 1 modm. Somit istz eine Einheit.

Umgekehrt gibt es zu jeder Einheaitein y, so dal3xry = 1 modm ist,
es gibt also eim € Z, so dallry = 1 + mn oderzy — mn = 1 ist.
Daher mul3 jeder gemeinsame Teiler varundn auch die Eins teilen;

die beiden Zahlen sind also teilerfremd. .

Ist m = p7*---pir die Primzerlegung einer rialichen Zahlm > 2,
so kbnnen wir p(m) wegen der schwachen Multiplikatiait der E-
LERSChenp-Funktion berechnen, sobald wie die Wegt@;*) kennen.
Eine ganze Zahl ist genau dann teilerfremcpzu wenn sie nicht durch
p teilbar ist. Unter den Zahlen von O hi$* — 1 ist jedep;-te durchp;,
teilbar, alsopt*~* Stiick, so dalp(pe’) = p& — p& =t = p&iH(p, — 1)
dieser Zahlen nicht durgh teilbar sind. Damit folgt:
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Satz: Furm = p7*-- - piristo(m) = pit - - - py (pl—l)---(pr—l)..

Fur ein Produkin = pq zweier Primzahlenistalsp(m) = (p—1)(¢—1);
dies zeigt noch einmal, warum diese Zahl beim RSA-Verfaleiea so
wichtige Rolle spielt.

Auch wenn die additive Gruppg/m stets zyklisch ist, gibt es riadich
keinen Grund, daR3 auch die prime Restklassengruppe)* zyklisch
sein nufdte: Z/12)* etwa besteht aus den vier Nebenklasseh 1
und 11, die allesamt das Quadrat eins haben, ist also istngmp
KLEINSchen Vierergruppe. Ist allerdings= p eine Primzahl, soist /p
ein Korper, und in diesem Fall isZ(/p)* zyklisch nach dem folgenden

Satz: Die multiplikative Gruppe eines endlicherokpers ist zyklisch.

BeweisDa die multiplikative Gruppe einesdpers miiy Elementen aus
allen Korperelementen aul3er der Null besteht, hat sie die Ordipurig

d.h. nach IAGRANGE ist die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler
von ¢ — 1. Wir missen zeigen, dal3 es mindestens ein Element gibt,
dessen Ordnungenaug — 1 ist.

Fur jeden Primteilep, vong — 1 hat die Polynomgleichung
2a=0/pi =1

hochstensq{ — 1)/p, Losungen im Krper; es gibt also zu jedem ein
Korperelemend, mit o'~ /7 = 1.

q; sei die gbRte Potenz vop,, die ¢ — 1 teilt, undg, = agq—”/%’ die
(¢ — 1)/q,-te Potenz vom,;. Dann ist

95 q—

a; 1
gli=a?t=1 und ¢’ =a,” #1;

g, hat also die Ordnung;. Da die verschiedeney) Potenzen verschie-
dener Primzahlep, sind, hat daher das Produkgller g, das Produkt
allerg; als Ordnung, alsg — 1. Damit ist die multiplikative Gruppe des

Korpers zyklisch. .
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Definition: Ein Elementg eines endlichen &rpersk heil3t primitive
Wurzel,wenn es die zyklische Gruppg* erzeugt.

Selbst im Fall der Krper[F,, = Z/p gibt es keine Formel, mit der man
eine solche primitive Wurzel explizit in Al@mgigkeit vonp angeben
kann.Ublicherweise v@thlt man zu#llig ein Element aus und testet, ob
es die Ordnung — 1 hat. Die Wahrscheinlichkeit daf ist offenbar
o(p —1) : (p— 1), was fir die meisten Werte vop recht gut ist. Der
Test, ob die Ordnung gleich — 1 ist, lal3t sich allerdings nur dann
effizient durchiihren, wenn die Primteiles, von p — 1 bekannt sind,
denn dann kann man einfach testen, ob alle Potenzen mit geamErten
(p — 1)/p, von eins verschieden sindufFgrof3e Werte vop, wie sie in
der Kryptographie baitigt werden, kann dies ein Problem sein, so dal}
man hier im allgemeinen von faktorisierten Zahteausgeht und dann
testet, ob- + 1 prim ist.

Ist p eine Primzahl und: eine primitive Wurzel modulg, so ist die
Abbildung

Z/(p—1)— (Z/p)*
T —a”

ein Gruppenisomorphismus. Audlrfgrof3e Primzahlenist es mit rela-
tiv geringem Aufwand raglich, das Bild eines Elementszu berechnen;
wir konnen dabei genauso vorgehen, wie bei der RSA-Vdissbklung.
Fur die Berechnung der Umkehrfunktion, den sogenannterretesk
Logarithmus modulg zur Basisa, sind allerdings keine effizienten
Algorithmen bekannt, und daher lassen sich auch mit diegsektion
Kryptoverfahren konzipieren.

Das alteste und einfache ist ein vonABIE und HELLMAN entwick-
eltes Verfahren, wie zwei Personéber eine unsichere Leitung einen
Schlussel fir ein Kryptoverfahren vereinbareroknen ohne dal3 sie
vorher irgendwelche geheime Information vereinbar habech kein
offentlicher Schiissel ist notwendig.

Die beiden Teilnehmer einigen sich Agahst (iber die unsichere
Leitung) auf eine Primzahl und eine natrliche Zahla derart, dal3 die
Potenzfunktionr — a® maoglichst viele Werte annimmt. Alsachstes
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wahlt Teilnehmer A eine Zufallszahl < p und B entsprechend ein
y < p. A schicktu = ¢ modp an B und erAlt datir y = ¢ modp von
diesem. Sodann berechnet A die Zahl

v modp = (ay)m modp = a”¥ modp
und B entsprechend
u? modp = (ax)y modp =a”¥ modp;

beide haben also auf verschiedene Weise dieselbe Zahhpetedie sie
zum Beispiel verwendertkanen, um daraus einen Sabksel fir ein sym-
metrisches Kryptosystem zu bestimmen. Verfahren dazegibstehr als
genug: Sie Bnnten etwa die letzten oder sonst irgendwelche Bits dieser
Zahl verwenden, aber auch einen irgendwie definierten Hathw

Ein Gegner, der den Datenaustausch abgehat, kennt die Zahlen
p, a,uw undw; er kann also problemlos alledglichen Zahlen modulp
der Art a®**PY = 4 . v” berechnen. Esaflt aber schwer, sich eine
Art und Weise vorzustellen, wie ef¥ modp finden kann, ohne den
diskreten Logarithmus von oderv zu berechnen. (Bewiesen ist hier,
wie Ublich, natirlich nichts.)

In der Praxis wird dieses Verfahren nur selten verwendetewetpr
folgenden Angriffsndglichkeit:

Nehmen wir an, der Gegner habe eine gewisse Kontiiér das Netz,

in dem der Datenaustausch stattfindet — beispielsweisé¢,ev&ys-
temverwalter einedif die betreffende Verbindung unbedingt notwendi-
gen Knotenrechners ist. Dann kann er eine sogenamaten the middle
attackdurchfihren: Er &ngt alle Datenpakete zwischen A und B ab und
ersetzt sie durch selbstfabrizierte eigene Pakete.

Damit kann er sich gegéiber A als B auszugeben und umgekehrt:
Alles, was A an B zu schicken glaubt, geht tatklich an den Gegner G,
und alles was B von A zu erhalten glaubt, kommtaatdich von G. In
Gegenrichtung ist es rialich genauso.

Im einzelnen&uft der Angriff folgendermalRen ab:

Falls die Zahlem undp nicht ohnehin Konstanten eines Verbunds sind,
dem A und B angebren, B3t G die Kommunikation, die zu deren
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Vereinbarung @ihrt, ungehindert zu: In diesem Stadium beacikt er
sich auf reines Abbrren.

Als nachstes whlen A und B ihre Zufallszahlem < p undy < p;
gleichzeitig vahlt G eine Zufallszaht < p oder vielleicht auch zwei
verschiedene solche Zahlen undz; fur die beiden Teilnehmer.

Wenn A die Zahk = ¢ mod p an B schickt, &ngt G diese Nachricht ab
und ersetzt sie durcla; = a*% modp; entsprechendaihgt er Bs Nach-
richty = ¥ modp ab und schickt stattdessen = a*4 an A. Dies fihrt
dazu, dafd am Ende A und G einen gemeinsameniSsék, haben und

B und G einen gemeinsamen Sa$dels;. Sowohl A als auch B glauben,
der ihnen bekannte Sdldsels, bzw.s; sei ausa™ modp abgeleitet
und senden nun damit versidkkelte Nachrichten anihren Partner. Diese
Nachrichten &ngt G ab, entsclikselt sie mit dem Scisésel, den er mit
dem Absender gemeinsam hat, und vergs$elt sie anschliel3end, ge-
gebenenfalls nach einer seinen Interessen entsprechilodigikation,
mit dem Schiissel, den er mit dem Engofiger gemeinsam hat. Auf
diese Weise hat er die gesamte Konversation unter Kontiaiiee dafd
A und B etwas merken.

Die Moglichkeit fur diese Attacke kommt niatlich daher, dal3 sich A
und B nicht sicher seindnnen, den jeweils anderen am anderen Ende
der Leitung zu haben. Die kryptographisch einwandfreie ifikation,

die das Verfahren gegen diese Art von Angriff sicher macestinde
beispielsweise darin, dal3 A und B ihre Nachrichiennd y vor dem
Versenden unterschreiben — aber dann verschwindet aucemader
Vorteil, daf3 sie ohne Kenntnis irgendeines $isskls miteinander kom-
munizieren Bnnen: Zur Verifikation einer Unterschrift braucht man
schlie3lich derdffentlichen Schilssel des Unterschreibenden.

Falls sich A und B hinreichend gut kennen, um die Stimme dasi|s
anderen am Telephon einigermal3en sicher zu erkenenek sie diese
Art von Attacke auch dadurch erschweren, dal3 sie nach detadsch
von v und v per Telephoniber diese Zahlen (z.B. die 317. bis 320.
Ziffer) und gegebenenfalls auch nogher Schviinke aus ihrer gemein-
samen Jugendzeit reden; daniaf$te der Angreifer z@gzlich noch ein
begabter, kundiger und reaktionsschneller Stimmenioritaein, der
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auch die Telephonverbindung atsn in the middleso angreifen kann,
dal? weder A noch B etwas merkt. Bei Videokonferenzénrike man
auch die Zahlen langsaiaer den Bildschirm des jeweils anderen laufen
lassen. Die volle Sicherheit einer Sabkselvereinbarung via RSA wird
aber nicht erreicht, und da oft zumindest einer der Teilnehem Un-
ternehmen ist, das sich einen zertifizierten RSA-G&$el leisten kann,
werden Sclhilssel tir symmetrische Kryptoverfahren in der Praxis sehr
viel haufiger via RSA vereinbart als vialfFrie-HELLMAN .

Zwischen RSA und den Verfahren mit diskreten Logarithmedst gs

einen ganz wesentlichen Unterschied: Wer die Faktorisgedes RSA-
Moduls N kennt, kann die sonst schwer ZAmgliche Umkehrfunktion
vonx — x® mod N leicht berechnen, so dal3 Potenzieren dardirekt

als Verschilisselung benutzt werden kann.

Bei der modularen Exponentialfunktion“z — a® modp sind keine

speziellen Wahlen von und p bekannt, die veriige einer geheimen
Information zu einer einfachen Umkehrfunktiadithfen — diskrete Lo-
garithmen sindiir alle gleich schwer zu berechnen.

Die geheime Information bei einem asymmetrischen Verfalard der
Basis diskreter Logarithmen kann daher nur in der Kenrgmsgelner
diskreter Logarithmen bestehen: Wér einen speziellen Wett die
Potenzu = a® modp berechnet hat, weil3 anschlie3end, dader
diskrete Logarithmus von modulop zur Basisu ist.

Bei diesen sehr viel speziellergeheimnissen® ist klar, dal3 Kryp-
toverfahren auf der Basis von diskreten Logarithmen andessehen
mussen als RSA.

Im Prinzip kbnnte man die Schkselvereinbarung nachiABIE und
HELLMAN direkt zu einem Verschiikselungsverfahren erweitern: Nach-
dem das gemeinsame Geheimpis a”¥ modp vereinbart ist, knnen
Nachrichtenbbckem,; mit 0 < m, < p — 1 in beide Richtungen ver-
schiusselt werden als = ym,; modp. Da beide Partner den Wert ven
kennen, Knnen sie leicht nach dem erweiterteakEiD ischen Algo-
rithmus einé berechnen, so daf® = 1 modp, und die versclilsselte
Information kann einfach entsdldselt werden als:; = ¢, mod p.
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Solange nur ein einzelner Blocok Ubertragen werden soll, ist dage-
gen nichts einzuwenden. Sobald aber mehreihd zulbertragen
sind, wird dieses Verfahren verwundbar gegen Angriffe neikdnn-
tem Klartext: Falls ein Gegnefif einen einzigen Chiffreblock; den
Klartextblockm, kennt (oder eft), kann e = m, /¢, modp berech-
nen und damit den gesamten Klartext entdsbkln. Um das Verfahren
sicher zu machen, ifdte man daheiif jeden Block ein eigenesgver-
einbaren und dazu jedes Mal das gesami&IB-HELLMAN -Protokoll
durchlaufen, was sehr aufwendigre.

Das Verfahren von EGAMAL umgeht dieses Problem, indem es exakt
dieselbe Mathematik mit einem leicht modifizierten Protbko einem
asymmetrischen Kryptoverfahren macht:

Die Parameteln und p sind entweder allgemein bekannte System-
parameter, oder jeder Teilnehmer Aalit sie selbst als Teil seines
offentlichen Schilssels. Zugtzlich wahlt er sich eine geheime Zufalls-
zahlz und vebffentlichtu = ¢ modp.

Wer immer eine Nachrichty,, ..., m,. an A schicken rachte, erzeugt
fur jeden Blockn, eine Zufallszahy, berechnet daraus = a¥* modp
undc, = u¥*m;. Dann schickt er die Folge der Paatrg, ¢;) an A. Der
Chiffretext ist damit doppelt so lang wie der Klartext, was &/erfahren
insbesonderdif lange Texte nicht sonderlich attraktiv macht.

A muld zur Entsclilsselung den Multiplikator¥* kennen; dann kann
erm; alsc,u™¥ berechnen. Da¥' = o™ = (a¥)" = v;* modp ist,
hat er damit keine Probleme.

TAHER ELGAMAL wurde 1955 inAgypten geboren. Er studierte zighst Elektrotechnik
an der Universit Kairo; nachdem er dort seinen BSc bekommen hatte, setzeire
Studien fort an den Information Systems Laboratories danfStd University. In sei-
ner Masterarbeit ging es haugathlich um Systemtheorie, jedocbrke er parallel auch
freiwillig viele Mathematikvorlesungen und kam auf dieséfag zur Kryptographie, die
zum Thema seiner Doktorarbeit wurde. Nach dem Studium tetieeér fir eine ganze
Reihe von Unternehmen, beispielsweise war er von 1995-aB98hefwissenschatftler
von Netscape mal3geblich an der Entwicklung von SSL betedigjitweise arbeitete er
auch in selbst gegndeten Firmen. 2006 wurde er Chief Technology Officer denfle-
weed Communications Corporation; seitdem diese 2008 vavaegiibernommen wurde,
ist er deren Chief Security Officer sowie Berater einer Reibéerer Unternehmen. Seit
2013 ist er Chief Technical Officer for Security des Cloudbfgters salesforce.com. Sein
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Name wird in der Literatur oft auchLEGAMAL oder E GAMAL geschrieben; die obige
Schreibweise ist die, die er selbst im Englischen benutae Edgliche Transkription der
arabischen Schreibweise seines Namens ins DeutsafgeHIR AL -DSCHAMAL; ,,al* ist
der bestimmte Artikel im Arabischen.

Der offensichtliche Angriff eines Gegners besteht darirs @ und a

den diskreten Logarithmus zu ermitteln, was nach derzeitigem Stand
der Dinge schwierig erscheint. Ob andere Angriffe zum Eyrfdhren
konnten, ist (widiblich) unbekannt — hoffentlich auch unseren Gegnern.

Der Nachteil des Verfahrens von&mwmAL und anderer Verfahren auf
der Basis diskreter Logarithmen ist, dal3 mé&n jeden Nachrichten-
block zwei Bbckelibertragen muf3. Daher werden solche Verfahren nur
selten zur Versclilsselung eingesetzt; sie liefern abataliche und viel
verwendete Ardtze fir elektronische Unterschriften.

Eine RSA-Unterschrift sollte nach derzeitigem Sichedst@éndard eine
Lange von mindestens 2048 Bit haben. Was damit unterschnieioe,
Ist meist ein Hashwert einerdnge von etwa 256 Bit.

Verglichen mit dieser Ange erscheint eine 2048 Bit lange Unterschrift
weit Ubertrieben. Andererseitsare eine Unterschrift, die auf diskreten
Logarithmen in einem Brper mir nur etwa 2° Elementen beruht, ohne
grofRen Aufwanddlschbar.

Der Digital Signature AlgorithnDSA bietet einen Ausweg aus diesem
Dilemma, indem er zwar in einer grof3en Gruppe rechnet, dabei
kurze Unterschriften aus einer deutlich kleineren Untgoge liefert.
Dieser Algorithmus wurde iigital Signature Standar®SS der USA
spezifiziertund ahlt neben RSA auch zu den von der Bundesnetzagentur
festgelegtenGeeigneten Algorithmen®.

Als Ordnung der Untergruppeailt man eine Primzahyj, fur die nach
den derzeitigen Empfehlungen der Bundesnetzagenturs&ing 2010
eine Lange von mindestens 224 Bit notwendig ist; ab Anfang 201&terh
sich die Lange auf mindestens 256 Bit. Diesarigen ngen in erster
Linie ab von den verwendeten (und assigen) Hashverfahren, nicht so
sehr von Sicherheitsanforderungen.

Die Sicherheit wird ge@hrleistet (soweit dies aglich ist) durch eine
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zweite Primzahp, die so gewhlt wird, dal3p = 1 modgq ist; fur ihre
Grol3e sind mindestens 2048 Bit vorgeschrieben.

Primzahlenp = 1 modgq sind nicht schwerer zu finden als beliebige
Primzahlen: Falls man bei der Primzahlsuche wirklich aufrixher
sicher geht und Zufallszahlen auf Primatittestet, nimmt man hier
einfach Zufallszahlek und testetq + 1 auf Primaliit. Falls man mit
ERATOSTHENESarbeitet, kann man das Sieben leicht so modifizieren,
dafl nur Zahlen der Foriy + 1 gesiebt werden. An den Erfolgschancen
andertdies in beiderdflen nichts: Nach einem Satz vomHICHLET Uber
Primzahlen in arithmetischen Folgen ist die Dichte der Baihten der
Formkqg +4 fur jedesi mit 0 < 7 < ¢ dieselbe; in der Gifdenordnung

ist also weiterhin im Mittel jede In-te solche Zahl eine Primzahl.
(Tatsachlich sind es sogar geringjgig mehr, denn aul3erselbst gibt es
natirlich keine Primzahl der Form = kq. Bei den GbRenordnungen
von ¢ mit denen wir arbeiten, geht aber der Unterschied zwisechen
undq — 1 definitivim,,Rauschen® der im Kleinen sehr unregéldigen
Primzahlverteilung unter.)

Als nachstes mul3 ein Elemepngefunden werden, dessen Potenzen im
KorperF, eine Gruppe der Ordnung bilden. Auch das ist einfach:
Man starte mit irgendeinem Elemept € F,, \ {0} und berechne seine

(p—1)/q-te Potenz. Falls diese ungleich eins ist, muf3 sie wg@‘eh: 1
die Ordnung; haben; andernfalls mul3 ein neugdbetrachtet werden.

Die so bestimmten Zahlen p und g werden vebdffentlicht und lonnen
auch in einem ganzen Netzwerk global eingesetzt werdenei@ein
Schlissel jedes Teilnehmers ist eine Zahtwischen eins ung — 1;
der zugebrige offentliche Schiissel istu = g* mod p.

Unterschreiben lassen sich mit diesem Verfahren Naclemttiickem

mit 0 < m < ¢; im allgemeinen wird es sich dabei um Hashwerte der
eigentlich zu unterschreibenden Nachricht handeln. Dagutwnan tir
jede Nachricht eine Zufallszaklmit O < k£ < ¢ und berechnet

r = (¢¥ modp) modg .

Man beachte, dal’ es in dieser Formel nicht um Restklassénsgpeh
dernum Zahlen au§,: Ausx = y mod p folgt selbstversindlich nicht,
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dall auchr = y modgq sein mul3. Der Operator mod in dieser Glei-
chung bezeichnet den (nichtnegativen) Divisionsresy alae ganze
Zahl zwischen O ung — 1 bzw.q — 1.

Dag eine Primzahl ist, hat ein multiplikatives Inverses modutg man
kann also modulg durchk dividieren und somit eine Zaklberechnen,
fur die gilt

sk =m +xr modgqg

Die Unterschrift unter die Nachricht: besteht dann aus den beiden
Zahlenr unds = k~(m + 2r) mod ¢, die beide zwischen 0 ung— 1
liegen. Sie kann nur erzeugt werden von jemanden, der dezirgeh
Schlisselx kennt.

Uberpiifen kann die Unterschrift allerdings jeder:dstas multiplikative
Inverse zus modulog, so istk = tsk = tm + xtr modg, also, day die
Ordnungg hat,g* modp = ¢/ ¢*"" modp = ¢"™u'" modp. Modulog

ist die linke Seite gleich, und auf der rechten Seité&knen sowohd’™

als auch.'" ausoffentlicher Information und der Unterschrift berechnet
werden. Modulog kann diese Gleichung somiiberpiift werden; die
Unterschrift wird anerkannt, wenn

r = (¢"u'" modp) modg

ist. (Die beiden Potenzen und ihr Produkiissen natrlich auch hier
zunachst module berechnet werden: Zwei modylkongruente Zahlen
sind praktisch nie auch kongruent modyld

Ein Angreifer nuf3te sich nach allem was wir wisserausu verschaf-

fen, mif3te also ein diskretes Logarithmenproblem modulo deregrol3
Primzahlp 16sen, so dal3 der Sicherheitsstandard dem des diskreten
Logarithmenproblems modulpentsprechen sollte, obwohl die Unter-
schriften deutlich Krzer sind.

Diskrete Logarithmen lassen sich nicht nur tlie prime Restklassen-
gruppe definieren; wir &nnen grundstzlich fur jede Gruppes und
jedes Element € G der Ordnung- die ,Exponentialfunktion®

{Z/r—>G
Q!

T — a”
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betrachten und ihre Umkehrfunktion Bijd — G als diskreten Loga-
rithmus bezeichnen.¥ manche Gruppen ist dieser recht einfach zu
berechnen, etwa wen@ eine additive zyklische Gruppe istiif an-
dere kann die Berechnung sogar noch deutlich aufwendigeateim
Fall der primen Restklassengruppe. Ein in der kryptogsghten Pra-
xis viel verwendetes Beispiel sind diskrete Logarithmi@ndiliptische
Kurven. Dabei handelt es sich um ebene Kurven vom Grad dneig(o
Doppelpunkte), also Kurven mit Gleichungen wjé = 2° + 2z + 5.
Man kann auf diesen Kurven eine Addition von Punktendmh, mit
einem,unendlich fernen* zu#zlichen Punk als Nullelement. Mit
diskreten Logarithmen auf solchen Kurven arbeitet beispieise die
Unterschriftsfunktion der neuen Bundespersonalausweise



