Kapitel 1
Klassische Losungsformeln

Wir beginnen mit dem klassischen Grundproblem der Algedemm
Ldsen von Polynomgleichungen in einer Variableber Zahlbereiche
wollen wir uns dabei noch keine grol3en Gedanken machen; wller w
kann von den reellen Zahlearfdie Koeffizienten ausgehen und von den
komplexen @r die Losungen.

81: Lineare Gleichungen

Keinerlei Probleme gibt es mit der linearen Gleichung= b: Fallsa
nicht verschwindet, hat sie die einésungz = b/a; im Fallea = 0 ist
sie fur b # 0 unlosbar und stelltifr b = 0 keine Bedingung a.

§2: Losung quadratischer Gleichungen

Verfahren zur Bsung quadratischer Gleichungen waren in allé@hdin
Hochkulturen bekannt; digltesten erhaltenen Hinweise deuten darauf
hin, dal3 die Babylonier schon vor rund vier Jahrtausendertdartraut
waren.

Der Ansatz zur Bsung der Gleichung? + ax = b 1aRt sich am ein-
fachsten geometrisch verstehen: Wir suchen nach einemr@gtuaat
unbekannter Seiteahgexr derart, dald die Bche des Quadrats zusam-
men mit der des Rechtecks mit Seitennda gleichb ist.

Die linke unter den beiden folgenden Zeichnungen zeigedi€uadrat
und daiiber das Rechteck; auf der rechten Seite ist dédftel des
Rechtecks neben das Quadrat gewandert, so dafl} abgesehdanvon
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kleinen Quadrat rechts oben nun ein Quadrat mit Seitegdr + 2
entstanden ist. Die GRe des kleinen Quadrats ist bekannt: Seine Sei-
tenlange ist5. Wir suchen somlt eine Zahlderart, dal3 das Quadrat mit
Seltenangm+ die Flacheb+“ hat; das Problemist also Zigkgefihrt
auf das Zlehen einer Quadratwurzel

a2

a
I A
TTTo 4

X X al2

(Eineahnliche Zeichnung befindet sidibrigens auch im Buch vosL -
CHwWARIZMI; er teilt das Rechteck mit Seitenund x allerdings auf in
vier Rechtecke mit Seitem/4 undx und setzt diese an die vier Seiten
des Quadrats. Das gibt eine etwas®@uwre Zeichnung, daf mul’ er
vier Quadrate mit Seitedhgea /4 hinzufigen, um auf ein Quadrat mit
Seitenéingezr + a/2 zu kommen.)

Wie die Babylonier auf diesedsungsformel kamen, ist nicht bekannt; in
dentberlieferten Schriften wird nur der fertigggsungsweg anhand von
Beispielen pasentiert. Sie wul3ten aber auf jeden Fall, daf3 die Summe
der Losungen der Gleichungf — ax +b = 0 gleicha ist und ihr Produkt
gleich b—zum Beweis in einem allgemeineren Zusammenhang sgbauf
verwiesen. Das &iseg der Gleichung? — ax +b ist alsoaquivalent dazu,
zwei Zahlenx; undzx, zu finden mit

xy+z,=a und x,z,=0.
Um diese zu finden, machen wir den Ansatz

a
xl/Z:Eiu
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mit einer neuen Unbekanntef) damit ist die erste Gleichung automa-
tisch erfillt. Fr die zweite erhalten wir nach der den Babyloniern be-
kannten dritten binomischen Formel

2 2
a a a ’ la
= = — 4+ —_ — - — — = _
b=ux2, (2 u) (2 u) U also u 7 b.
2
Somitist:cl/zzgi\/az—b.

83: Kubische Gleichungen

Wahrend die bsungstheorie quadratischer Gleichungen seit mindestens
vier Jahrtausenden bekannt ist, stammt der erste Ansatz@ung
allgemeiner kubischer Gleichungen aus dem Jahr 1515 sistgarade

erst ein halbes Jahrtausend alt.

Wenn wir versuchen,ifr die Gleichungen:® + az? = b eine ahnlich
Strategie zu finden wie im Fall der Gleichung + az = b, milssen
wir ins Dreidimensionale gehen und auf derikfél mit Kanteningex
eine quadratischedble mit Basisquadrat der Seitanfexr und Hohea
stellen. Um sie so zu verteilen, dal3 wibglichst nahe an einen neuen
Wirfel kommen, nissen wir jeweils ein Drittel davon auf drei der
Seitenfachen des \Wlitfels platzieren:
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Leider fehlt hier nun nicht nur ein Wtfel der Kanterdnge3, sondern
auch noch drei quadratisché@@®8en der Whe x auf Grundfachen mit
Seitennge 3. Wir kdnnen das Volumen des Wfels mit Seiterdnge
x + 3 also nicht einfach durch die bekanntendGena, b ausdiicken,
sondern haben auch noch einen Term mit der Unbekannten

Trotzdem ist diese Ideditzlich, sogariir Gleichungen éheren Grades.
Die allgemeine Gleichung-ten Grades hat die Form

n n—1 —
a,x" +a, " " +---+ax+tayg=0,

wobei wir natirlich voraussetzen, daf3 nicht verschwindet. Falls wir
uber einem Krper wieR oderC arbeiten, Bnnen wir durchu,, divi-
dieren und erhalten die neue Gleichung

n—1+.‘

n -
x"+e, 1% -+cxr+cg=0

mit hochstem Koeffizienten eins.

Geometrisch betrachtet wollen wir einerdimensionalen Hyperinfel
bekommen, dessen Seitanger + % sein sollte; rechnerisch bedeutet
dies, daR wir die neue Variable= = + 2= betrachten undiberall in

n

der Gleichunge durchy — == ersetzen:

e+, " e, a4+t
Cph—1 " Cpn—1 n—2 Cpn—1
(o) o) o)
< n n—1 n ! n 0
_ n n—1 2 n—2
_(y —Cp1Y +ncn—1y +)
n—1)c,
n
n—2),
n
+ ...
2
) +<ncn—1_ n +Cn—2 yn—2+'“ .

Wir kommen also auf eine Gleichumgten Grades iy, die keinen Term
mit 3"~ hat.
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Im Fallen = 2 hat diese Gleichung die Forg? + p, wir kénnen ihre
Nullstellen also einfach durch Wurzelziehen ermittelin & > 2 haben
wir immerhin einen Term weniger als in der allgemeinen Glag

n-ten Grades und @issen sehen, ob uns das bei désling helfen kann.

Im Falle der kubischen Gleichungen reicht es also, die sflezblei-
chung

y>+py+q=0
explizit zu Ibsen. Auch wenn die Griechen geometrische Konstruktionen
(jenseits von Zirkel und Lineal) kannten, mit denen stslungen kubi-
scher Gleichungen konstruieren konnten, sollte es noan®is6. Jahr-

hundert dauern, bevor eine explizitédungsformel gefunden war — ein
Zeichen ddfir, dal3 der bsungsansatz nicht gerade offensichtlich ist.

Der Trick, der schlief3lich zum Erfolgihrte, ist folgender: Wir schrei-
beny als Summe zweier neuer Zahlenund v und machen dadurch
das Problem auf den ersten Blick nur schwieriger. Andeitsrist diese
Summendarstellung riadich alles andere als eindeutig; widknen da-
her hoffen, dal3 es auch dann nodslingen gibt, wenn wir ai undv
zusatzliche Forderungen stellen und dadurch das Probleneidbktlver-
einfachen.

Einsetzen vony = u + v fuhrt auf die Bedingung
(u+v)>+pu+v)+q=ud+3uv+3u?+v3+plu+v)+¢=0.
Dies kbnnen wir auch anders zusammenfassen als
(W +v°+q) + Buv+p)(u+v) =0,

und natirlich verschwindet diese Summe insbesondere dann, wenn be
de Summanden einzeln verschwinden. Falls es uns also getingi
Zahlenu, v zu finden mit

w+ovd=—¢g und 3w=—p,

haben wir eine bsung gefunden.

Zwei solche Zahlen, v erfullen erst recht die schichere Bedingung

3

3 3_ P

3 _
= —q und 07 = — =
q U -v 27,

u3+v
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wir kennen also die Summe und das Produkt ihrer dritten Reten
Damit kennen wir aber auat? undv®:

Haben zwei Zahlen, £ das Produkt und die Summae, so sindh und
k die beiden Nullstellen der Gleichung

(z—h)(z—k)=22—(h+k)z+hk=22—sz+r=0;

falls wir » unds kennen, erhalten wit undk also einfach als &sungen
einer quadratischen Gleichung:

2
SZ — T und k = g — Z
oder umgekehrt.

In unserem Fall ist daher
2 3
B 1, q_+p_:_@+\/(@> F (1)
2 4 27 2 2 3

=4 (1) ¢ (5)

wobei es auf die Reihenfolge ralich nicht ankommit.

Somit kennen wir:® und v3. Fir « und v selbst gibt es dann jeweils
drei Moglichkeiten, allerdingsifhren nicht alle neun Kombinationen
dieser Mdglichkeiten zu Ibsungen, dennif eine Losung mul? ja die

Bedingung &v = —p erfilllt sein, nicht nur® - v* = — Lp°.

Dies a3t sich am besten dadurch gdwieisten, daf3 willir u irgendeine
der drei Kubikwurzeln von® nehmen und dann= —p/3u setzen. Die
drei Losungen der kubischen Gleichugiy+ py + ¢ = 0 sind also

- mt = _ -
Yy=u 3’LL | u = \/ \/

wobei fur « nacheinander jede der drei Kubikwurzeln eingesetzt werden
muf3. (Es spielt keine Rolle, welche der beiden Quadratvimunzg
nehmen, denn ersetzen wir die eine durch die andere, vehoisvir
dadurch einfaclh undwv.)
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Da selbst von den drei Kubikwurzeln einer reellen Zahl naeekeell

Ist, missen wir zur Bestimmung aller drebkungen einer kubischen
Gleichungimmer auch mit komplexen Zahlen rechnen, selbst wenn
sowohl Koeffizienten als auchdsungen allesamt reell sind.

Die erste losung einer kubischen Gleichung geht wohl
aus LIPIONE DEL FERRO(1465-1526) zlirck, der von
1496 bis zu seinem Tod an der UniveasiBologna
lehrte. 1515 fand er eine Methode, um die Nullstellen
von z2 + px = ¢ fur positive Werte vonp und ¢ zu
bestimmen (Negative Zahlen waren damals in Europa
noch nicht im Gebrauch). Er v@ifentlichte diese je-
doch nie, so daR INCOLOFONTANA (1499-1557, oberes
Bild), genannt ARTAGLIA (der Stotterer), dieselbe Me-
thode 1535 noch einmal entdeckte und gleichzeitig auch
noch eine Modifikation, um einen leicht verschiedenen
Typ kubischer Gleichungen zwden. BRTAGLIA war
mathematischer Autodidakt, war aber schnell als Fach-
mann anerkannt und konnte seinen Lebensunterhalt als
Mathematiklehrer in Verona und Venedig verdienen.

Die Losung allgemeiner kubischer Gleichungen geht
auf den Mathematiker, Arzt und NaturforschelRG
LAMO CARDANO (1501-1576, unteres Bild) zilck, dem
TARTAGLIA nach langem Cangen und unter dem Siegel
der Verschwiegenheit seine Methode mitgeteilt hatte.
Lobovico FERRARI(1522-1565) kam 14ajrig als Di-
ener zu @RDANO; als dieser merkte, dalERRARI
schreiben konnte, machte er ihn zu seinem Sakret
1540 fand ERRARI die Losungsmethoddif biquadra-
tische Gleichungen; 1545 \a@fentlichte G\RDANO in
seinem BuchArs magnadie Losungsmethoderiif ku-
bische und biquadratische Gleichungen.

Betrachten wir dazu als einfaches Beispiel die Gleichung
(r—1)(x—2)x—3)=2—622+11x — 6;
sie hat nach Konstruktion die drebkungen 12 und 3.

Falls wir das nicht wif3ten, vilrden wir als erstes durch die Substitution
y =z — 2 den quadratischen Term eliminieren. Einsetzenweny + 2
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liefert
(y+20° —6(y+2F+11@y+2)—6
=y +6y° + 12y +8—6y° — 24y — 24+ 1y +22-6=9° — y,
wir mussen also zuchst die Gleichung?® — y = 0 Idsen. Hierzu
brauchen wir selbstveidlich keine bsungstheorie kubischer Glei-

chungen: Ausklammern vanund die dritte binomische Formel zeigen
sofort, daf3

v —y=y@® —1)=yly+ Dy — 1)

genau an den Stellep= —1,0, 1 verschwindet, und da = y + 2 ist,
hat die Ausgangsgleichung di@sungenc = 1, 2, 3.

Wenden wir trotzdem unsergdsungsformel an: Bei dieser Gleichung
istp = —1 undg =0, also

fur die rein imagidre Kubikwurzel. Das zugéhige v mul3 die Glei-
chunguv = % erfullen, also istv = —u und wir erhalten als erstedsung
y=u+v=0.

Die beiden anderen Kubikwurzeln erhalten wir, indem wir chelle
Kubikwurzel mit einer der beiden komplexen dritten Einkemirzeln
multiplizieren, d.h. also mit

1 3i _ 1 /3
= —— 4+ =
p=—pt o und p=-—5--

Im ersten Fall ist
-1 V3. ([ 1 V3i 1 V3.
u = —p:—z _— = — — —
3 3 2 2 2 6

und
1_ -2 _-2B-V3)_ 1 V3

- — = = = —1,
3u 3+3i  F+ (V3R 2 6
wir erhalten somit die sungy = u +v = —1.

(%
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Die dritte Kubikwurzel

_\F__ﬁ. 1 V3i\_1 V3,
VB3PI T2 2 ) T2 6

schlief3lich tinrt auf

_1 2 :2(3+\/§z'):;+£32,
3u 3-+3i 3R+(/32 2 6

und liefert so die bsungy = u +v = 1.

(%

Etwas komplizierter wird es bei der Gleichung
23— 7r+6=0.

Da sie keinen:?-Term hat, bnnen wir gleictp = —7 undg = 6 in die
Formel einsetzen und erhalten

; & 7 \/400 3\/ 10 ...
= 34+ — — — = 34+ — = 3+ .
u \/ 3 Y \/ 3 197 3 gx/éz

Was nun? Wenn wir einen Ansatz der Founs r +4is machen, kommen
wir auf ein System von zwei kubischen Gleichungen in zwei ékann-
ten, also ein schwierigeres Problem als unsere Ausgangsgie.

Eine Alternative ist die Polarkoordinatendarstellung kbewer Zahlen:
Jede komplexe Zahl l1af3t sich darstellen in der Form

z = |z| (cosp +isiny) ,

und
¥z = 3{/|7|(cosf +ising).

Leider gibt es keine einfache Formel, die Sinus und Kosinus ¥
durch cosp und siny ausdiickt. Aus den Additionstheoremeidknen
wir uns natirlich leicht Formeln fir cos 3 verschaffen; wir erhalten

cos3p = coS ¢ — 3Cosp .

Um z = cos% zu berechnen, iissen wir also die kubische Gleichung
4z° — 3z = cosp l6sen, was uns wiederum auf die Berechnung einer
Kubikwurzel fuhrtusw.
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Trotzdem ist die obige Darstellung deidsung nicht llig nutzlos:
Sie gibt uns immerhin Formelnif den Real- und den Imagireil
der Losung, und diese Formelidknen wir numerisch auswerten. Das
Ergebnis im obigen Beispiel ist, 00000001 + 1154700538. Wie
jedes numerische Ergebnis stimmt diese Zahlirigh nur raherungs-
weise, und zumindest in diesem Fall ist die Hypothese, daigkedeim
Realteil um eine durch Rundungsfehler vsthte Eins handeln kann,
eineUberlegung wert. Falls dem so sein sollte, ist

COS —}arctan E\@ + I —i—\/§
3 27 3) V3J7T VT’

und daraus folgt daniber die Beziehung sty + co$ o = 1, daR

ol Son(215)5) s 302

und

uw=1+= \fsf? 2f7 1i2—\3/§z

ist. Bislang war alles noch Spekulatlon, nun kommt die Probe
2v3 8 10
( + T\FZ> =1+2V3i—-4F 5\/5@' = -3+ 3\/§z’,

also istu = 1 + Z—f’z Das zugebrigew ist

7 7 7(3— 2V/34) 1 23

3u 3+2/3i P+2.3 BT
Damit ist die erste bsungz = u + v = 2 gefunden. Die beiden anderen
sind nun (etwas langwierige) Routine; als Ergebnis erhaltie

7 7
+-—=-3 und +—=1.
P 3up up 3up
Obwohl die drei bsungen 12 und —3 unserer Gleichung allesamt
ganzzahlig sind, konnten wir dies also durch blof3es Eiegdatzunsere
Formel nicht erkennen und konnten insbesondere die Kubrgabunur

durch Erraten und Nachigien in einer einfachen Form darstellen.

o
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Wenn wir eine reelle Kubikwurzel finderoknen, ist die Situation auch
nicht unbedingt viel besser. Betrachten wir etwa die Glaengh

23 —32°+9x+13=0.
Hier setzen wirr = y + 1 und erhalten die neue Gleichung
(y+1° - 3@y + 1y +9(y +1) +13
=P+ 3P +3y+1 -3 +2y+1)+P+9+13
=y°+6y+20=0
mit p = 6 undg = 20. Damit ist§ = 2 und$ = 10, also

u= 3\/—10+\/m5°'\/—10+¢1_08:3\/—10+6\/§

Da 108 gbRer ist als £ 10¥ = 100, gibt es eine positive reelle Wurzel;
wir rechnen zuachst mit dieser und erhalten als erstsung

y1=u—3£=3\/—10+6\/§— 2

u V-10+6/3
Damit haben wir im Prinzip einedsung gefunden. Wenn wir sie aller-
dings numerisch auswerten, erhalten wir -1,99999998, andtdirangt
sich natirlich die Hypothese auf, dal’ dies gleich -2 sénikte. Einset-
zen vony = —2 in unsere kubische Gleichung zeigt in der Tat, daf3

(—2*+6-(—2)+20=—8—-12+20=0

ist. Aber warum ist

\/—10+6V3 — 2 =2,

¥V —10+6/3

und wie, vor allem, kann man das der linken Seite ansehen?

Wie die Erfahrung der Computeralgebra zeigt, kann es exdodwierig
sein, auch nur zu entscheiden, ob zwei Wurzelaiddr gleich sind;
direkte allgemeine Verfahren dazu gibt es nicht. Unserengbgibt uns
daher zwar immer drei Wurzelausake, die losungen der gegebenen
Gleichung sind, aber dies&knen fir Zahlen stehen, die sich auch sehr
viel einfacher ausdrcken lassen.
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Im vorliegenden Fall, wo die numerische Berechnung einenudtung
nahelegt, knnen wir wieder versuchen, diese zu beweisen: Aus der
vermuteten Gleichung

u—g =—2 folgt w>—2=—-2u.
u
Quadratische Eéinzung machtdaraus{1)? = 3, alsoist, = —1++/3.
Die dritte Potenz davon ist
(-1++v3)P°*=-1+3v/3-3.-3+3/3=-10+6V3,
also ist tatachlichu = —1 ++/3 und

= —1+V3— =—1+3 201 V3)

- +ﬁ (-1+V3)(-1-V3)
= 1+v3+2° Né

=-2.

Nachdem wiru in elnfacher Form ausgeiltkt haben, lassen sich nun
auch die anderen beider@ungen berechnen:

wp= (1 +v3). —1+2\@z' _(1-v3)+B-V3)i

2
und
wp= (—1+/3). —1—2\/§’i _ (1—\/§)—2(3—\/§)i
Damit ist
2 _4((-V3-GB-V3)) _4-v3)-(3-V3))
up  (1— 32+ (83— 3y 16 — 8/3
_((A-Vv3)-(B-Vv3)i)2+V3) _ —(1+v3) - (3+V3)i
22— V/3)(2+V3) 2 ’
also
Y2 :up—u—zp == \/é);(s_ \/é)i+(1+\/§);(3+\/§)i =1+3.

_ 2
Entsprechend folgj; = up — —=1— 3i.
up
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Die Mathematiker deslinfzehnten und sechzehnten Jahrhunderts, auf
die die Losungsformeliir kubische Gleichungen zirkgeht, hatten
natirlich weder Computer noch Taschenrechner; auch kanntenesi

der Dezimalbiiche noch komplexe Zahlen. Trotzdem konnten sie er-
staunlich gut mit der bsungsformel umgehen. §3.2 des Buchs

TEO MORA: Solving Polynomial Equation Systems |: The Kronecker-
Duval PhilosophyCambridge University Pres2003

sind zwei Beispieleiir ihre Vorgehensweise zu finden:

Bei der Gleichung:® + 3z — 14 = O istp = 3 undg = —14, also

u:\3/7+V72+13:\3/7+5f2.

Der numerische Bherungswert 214213562iir diese (reelle) Wurzel
hilft uns nicht weiter. Wenn wir aber auf gut @k versuchen, eine
Wurzel zu finden, die sich auch in der Foum b/2 mit ganzen Zahlen
a undb schreibenal3t, Dann ist

(a +bv2)% = a® + 3a2bV/2 + 6ab® + 20°V/2 = 7+ 5/2,

also
a+6ab?=7 und IPb+2°=5,

Damit haben wir, wie schon oben eihnt, ein System vorweikubi-
schen Gleichungen anstelle von einer, jetzt allerding®esuavir nur
nach ganzzahligendsungen. Aus der ersten Gleichungnken wira
ausklammern und erhalterfa? + 66%) = 7. Somit muf% ein Teiler von
sieben sein, d.lu = +1 odera = +7. Die negativen Zahlen scheiden
aus, da die Klammer nicht negativ werden kann, und auel? ist nicht
moglich, denn dann @re die linke Seite mindestens gleich Wenn es
eine ganzzahlige dsung gibt, mul3 daher = 1 sein; durch Einsetzen
folgt, dafd dann mib = +1 die erste Gleichung in der Tat &tlif ist. Die
zweite Gleichung(3a? + 2b%) = 5 zeigt, daRl auch positiv sein muRd
unda = b = 1 beide Gleichungen afiit. Somit ist

u=\/7+5/2=1+2

fur die reelle unter den drei Kubikwurzeln. Da wir eine Gleing mit
reellen Koeffizienten haben, mul3 auch das zageke v reell sein und
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kann genauso wie bestimmt werden:

02\3/7—5\/521—\/5 und z=u+v=2.

Damit war die Gleichungir die Zwecke des sechzehnten Jahrhunderts
gelost, denn da es noch keine komplexen Zahlen gab, suchte aich n
mand nach komplexendsungen.

Wir interessieren uns allerdingdfkomplexe losungen; die beiden noch
fehlenden Bsungen knnen wir entweder berechnen als + vp? und
up?+uvp, oder aber wir dividieren die Gleichung dureh-2 und erhalten
das quadratische Polynami + 2z + 7 mit den Nullstellen-1 + /6.

Bei Gleichungen mit drei reellen Nullstelleitrt die Losungsformel,
wie wir oben gesehen habammertbers Komplexe, aber auch damit
wurden QRDANO und seine Zeitgenossen fertig.dWA betrachtet als
Beispiel dafir die Gleichung:® — 21x — 20 = 0. Hier ist

u=\3/10+\/102—73=\3/10+\/j =1/10—9v/-3.

v/—3 war fir CARDANO im Gegensatz zu/2 keine Zahl; trotzdem
rechnete er damit als mit einem abstrakten Symbolaj&ier Regel

V=3.-/—3=-3.

Wenn wir wieder auf unser @Gtk vertrauen und einen Ansatz der Form
u = a + b/—3 machen, kommen wir auf das Gleichungssystem

a®—9ab?=10 und 3% —3p3=9.

Ausklammern voru bzw.b und Kirzen der zweiten Gleichung durch
drei fuhrt auf

a(a® —9%%) =10 und b(a® — b?) = 3.

Wenn es ganzzahligedsungen gibt, mul3 wegen der zweiten Gleichung
b =41 oderb = +3 sein.b = +1 filhrt aufa? — 1 = +3, alsob = 1 und

a = +2; fur b = £3 laldt sich kein ganzzahligesfinden. Einsetzen in
die erste Gleichung zeigt, daf3= —2,b = 1 das Systemoist, also ist
—2++v/—3 eine der drei Wurzeln. Die anderebrinten wir finden, indem
wir das Problem durch Abdividieren auf eine quadratischeicBung
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reduzieren:; alternativ — und das war wohl die Methode desJafit-
hunderts — knnen wir die Einsclénkung aufheben, daf3undb ganze
Zahlen sein rdssen und auch Bche mit kleinen Nennern zulassen.

Der kleinstndgliche Nenner ist zwel; der Ansatz
a b 3
<§+§\/—3> :10+9\/j3

fuhrt auf die Gleichungem(a® — 9%) = 80 undb(a® — b?) = 24,
wobei mindestens eine der Zahlenund b ungerade sein muf3, da wir
ansonsten nichts neues bekommen. Da rechts jeweils geaddenZ
stehen, sieht man leicht, dal3 dann beide Zahlen ungeradengssen;
damit bleiben alsalr a nur die Moglichkeiterna = +1 oder+5 und fur b
entsprechend = +1 oder£3. Einsetzen zeigt, dal wir mit=5,6 =1
unda = —1,b = —3 Losungen bekommen. Die drei Kubikwurzeln von
—10 + 9/—3 sind somit

5 1 1 3
—2+V=3, S+3V3 und -5 - V-3,

Zu jedem dieser drei dyglichen Werte von: missen wir jene Zahb
finden, Uir die uv = %1 = 7 ist; in allen drei Rllen erfalt man den
Summanderny = 7/u dadurch, dal3 man einfach das Vorzeichen des
Koeffizienten vony/—3 andert. Die drei mit so groRem Aufwand er-
mittelten Losungen der kubischen Gleichung sind also einfach die drei

ganzen Zahlen

(—2+vV-3)+(-2—-V-3) =4,
<g+%\/—_3>+<g—%\/—_3> = 5 und
SECHERE

Wie die Beispiele in diesem Paragraphen zeigen, haben wir éveak-
ten Losen kubischer Gleichungen nach der hier betrachtetendtoifin
mit komplizierten Ausdicken zu tun, von denen sich nachher (nach teil-
weise recht trickreichen Aidszen) herausstellt, dal? sie sich éatsdich
sehr viel einfacher darstellen lassen. Dies ist ein allgeeseProblem
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der Computeralgebra, zu dem es leider keine allgemetsihg gibt:
Wie D. RCHARDSON 1968 gezeigt hat, kann es keinen Algorithmus
geben, der von zwei beliebigen reellen Austken entscheidet, ob sie
gleich sind oder nicht. Dabei reicht es schon, wenn wir nusdiiicke
betrachten, die aus ganzen Zahlen, den Grundrechenaege®iris-
und der Betragsfunktion sowie der Zahhufgebaut werdendanen.

84 Biquadratische Gleichungen

Als nachstes wollen wir Gleichungen vom Grad vier betrachterchAu
sie lassen sich audsen: Hier eliminiert man den kubischen Term von

tr+arP+ba’+ex+d=0
durch die Substitutiom = y + %; dies ihrt auf eine Gleichung der Form
y*+py’+qy+r=0.

Zu deren lBsung benutzen wir einen anderen Trick als im kubischen
Fall: Wir versuchen, die Quadrate der Nullstellen durcleeyaeignete
Verschiebung zu &sungen einer quadratischen Gleichung zu machen,
die wir dann mit der bekannterdsungsformel aufisen knnen.

Wir nehmen also an, wirditen eine bsungz dieser Gleichung und
betrachten dazuif eine zuéchst noch beliebige Zahldie Zahlz? + .
Daz* + pz? + gz + r verschwindet, ist* = —pz? — gz — r, also
(Z2+u)? =2+ 2u?+ul = (Qu—p)2® — gz +u® —r.
Falls rechts das Quadrat eines linearen Polynemist steht, ist
(2 +u)? = (sz+t)? = 22+u=+(sz+1),
wir missen also nur die beiden quadratischen Gleichungen
ZF(sz+t)+u=0

|6sen, um die bsungen der biquadratischen Gleichung zu finden.

Natirlich ist die rechte Seite (2— p)z? — ¢z + u? — r im allgemeinen

kein Quadrat eines linearen Polynomgjmwir konnen aber hoffen, daf3
es zumindestifr gewisse spezielle Werte der bislang noch iitlichen
Konstanteu eines ist.
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Ein quadratisches Polynomz? + 3z + ~ ist genau dann Quadrat ei-
nes linearen, wenn die beiden Nullstellen der quadratrs@ieichung
az?+ Bz +~ = 0Ubereinstimmen. Diese Nullstelleknen wir einfach
berechnen:

2
2,8 40 gas =P[5
SN —F 20 4o’ o

Die Ausgangsgleichung ist genau dann das Quadrat einesdim@oly-
noms, wenn beidedsungerubereinstimmen, wenn also der Ausdruck
unter der Wurzel verschwindet. Bringen wir diesen auf dengtaen-
ner, kommen wir auf die Bedingungf — 4a~y = 0. In unserem Fall ist
a = (2u — p), B = —q und~ = u? — r; wir erhalten also die Bedingung

¢® — 4(2u — p)(? —r) = —8ud +4pul + 8ru+¢®> —4pr = 0.

Dies ist eine kubische Gleichungrfu, die wir mit der Methode aus
dem vorigen Abschnit@isen bnnen. Ist, eine der ldsungen, so steht
in der Gleichung

(2% + up)® = (Qug — p)2° — qz +ug — 1.

rechts das Quadrat eines linearen Polynoms,inlas wir — da wir
alle Koeffizienten kennen — problemlos hinschreibénrken. Diesiihrt
dann nach Wurzelziehen zu zwei quadratischen Gleichurigenderen
Wurzeln die Nullstellen der biquadratischen Gleichunglsin

Es ware nicht schwer, mit Hilfe derdsungsformeliir kubische Glei-
chungen, eine explizite Formdlif die vier Losungen hinzuschreiben;
sie ist allerdings erstens deutlidmiger und zweitendif die praktische
Berechnung reeller Nullstellen mindestens genauso prwdiiech wie
die fur kubische Gleichungen.

85: Gleichungen hoheren Grades

Nach der (mehr oder weniger) erfolgreichen Asiling der kubischen
und biquadratischen Gleichungen in der erstéiftel des sechzehnten
Jahrhunderts besgftigten sich nairlich viele Mathematiker mit dem
nachsten Fall, der Gleichungriften Grades. Hier gab es jedadter 250
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Jahre lang keinerlei Fortschritt, bis zu Beginn des neumzaghlahrhun-
derts AEL glaubte, eine bsung gefunden zu haben. Er entdeckte dann
aber recht schnell seinen Fehler und bewies stattdesseh d8R es
unnoglichist, die Losungen einer allgemeinen Gleichuigften (oder
hoheren) Grades durch Grundrechenarten und Wurzeln auis&ar.

Die Grundidee seines Beweises liegtin der Betrachtung yaometrien
innerhalb der bsungsmenge: Man betrachtet die Menge aller Permuta-
tionen der Nullstellenmenge, die durch AbbildungerC — C erreicht
werden lonnen, wobetp sowohl mit der Addition als auch der Mul-
tiplikation vertaglich sein muf. AEL zeigt, dal3 diese Permutationen
fur allgemeine Gleichungen vom Grado@er vier eine (in heutiger
Terminologie)nichtaufbsbareGruppe bilden und dal3 es aus diesem
Grund keine bsungsformel geben kann, in der nur Grundrechenarten
und Wurzeln vorkommen. Ein gro3er Teil dieser Vorlesungivgiich
damit beschftigen, dies genauer zu verstehen.

Der norwegische Mathematikerild HENRIK ABEL
(1802-1829) ist trotz seinenifinen Todes (an Tuberku-
lose) Initiator vieler Entwicklungen der Mathematik des
neunzehnten Jahrhunderts; Begriffe wie abelsche Grup-
pen, abelsche Integrale, abelsche Funktionen, abelsche
Varietaten, die auch in der heutigen Mathematik noch
allgegenvartig sind, verdeutlichen seinen Einfluf3. Zu
seinem 200. Geburtstag stiftete die norwegische Regie-
rung einen AEL-Preises iir Mathematik mit gleicher
Ausstattung und Vergabebedingungen wie die Nobel-
preise; erster Preigtger war 2003EAN-PIERRE SERRE
(*1926) vom Colkege de Franceif seine Arbeitertiber
algebraische Geometrie, Topologie und Zahlentheorie.

Der ABELsche Satz besagt selbstvarsilich nicht, dal3 Gleichungen
hoheren als vierten Grademlosbarseien; er sagt nur, dal3 es all-
gemeinemicht mdglich ist, die Losungen durch Wurzelausoike in
den Koeffizienten darzustellentiFeine allgemeine &sungsformel muf3
man also aulRer Wurzeln und Grundrechenarten noch weitaigiénen
zulassen. Beispielsweise fanden sowoBRMITE als auch KRONECKER
1858 Losungsformelnidr Gleichungeniinften Grades mit sogenannten
elliptischen Modulfunktionen; 187®ste dRDAN damit Gleichungen
beliebigen Grades.
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86: Der Wurzelsatz von Viete

In einem Grol3teil dieser Vorlesung wird es um Methoden gehesn
man trotz des Fehlens brauchbarésungsformeln Aussagérber die
Nullstellen von Polynomgleichungeiheren Grades machen kann. Die
folgende Methodeifhrt nur in speziellen &len, dann aber mit sehr
geringem Aufwand zu Nullstellen.

Wir haben bislang, wie aus der Schule und auch der Analysislget,
den Buchstaben sowohl als Bezeichnungjf eine Unbekannte als auch
in den Losungsformeln als Bezeichnung flir eine déslingen verwen-
det. Die folgenderUberlegungen werden aber wohl klarer, wenn wir
zwischen den beiden Bedeutungen unterscheiden; dahee wardb
jetzt grol3e Buchstabeirf Variablen und kleine BuchstabeirfZahlen
(einschlie3lich Koeffizienten) benutzen. Ein Polynom vorads: wird
somit geschrieben als

f=X"+a, X" t+a, X" ?+ - +a,X*+a; X +aqq,
und sein Wert an der Stelleist
f@)=a"+a, " t+a, a" P+ +axitawtag.

Ist z eine Nullstelle vonf, also f(z) = 0, so istf ohne Rest durch
das PolynomX — 2 teilbar: Wenden wir amlich den Algorithmus zur
Polynomdivision mit Rest an ayfund X — z, erhalten wir ein Polynom
vom Gradn — 1 als Quotient und einen Restdessen Grad kleiner ist
als der Grad eins des Divisals— z; der Rest mul3 daher eine Konstante
sein. Setzen wir in der Gleichung

f=q- (X —2)+r

auf beiden Seiten fir die VariableX ein, erhalten wir links den Wert
null, rechts wirdX — z zuz — z = 0, so dal3 nur Ubrig bleibt. Also
mul3r = 0 sein;f ist ohne Rest durciX — z teilbar.

Mit dem Quotienteng kdnnen wir genauso verfahren — wie wir im
Laufe der Vorlesung lernen werden, hat jedes nichtkonstaale oder
komplexe Polynom mindestens eine komplexe Nullstelle -€ wir
erhalten schliel3lich eine Zerlegung

f=X =2)(X —2)-- (X = 2,).
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Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleicthrt auf die Gleichungen

a, 1=—01(24,...,2,) dzef —(zy+---+2,)
i<j
a,_3=—03(21,...,2,) = —Z 2,22,
1<j<k
ag = (=1)"0, (21, -, 2,) = (=12 -2, .

Allgemeinista,, _,. bis aufs Vorzeichen gleich der Summe alle Produkte
ausr Wertenz, mit verschiedenem Index. Diese Summen bezeichnet
man als dieelementarsymmetrischen Funktionrelfz,, . . ., z,,) und die
obigen Gleichungen als den Wurzelsatz vaai.

FRANCOIS VIETE (1540-1603) studierte Jura an der
Universitat Poitiers, danach arbeitete er als Hauslehrer.
1573, ein Jahr nach dem Massaker an den Hugenotten,
berief ihn GHARLES IX (obwohl VIETE Hugenotte war)

in die Regierung der Bretagne; unteg&Ri 1l wurde er
geheimer Staatsrat. 1584 wurde er auf Druck der katho-
lischen Liga vom Hofe verbannt und beaéiigte sich
funf Jahre lang nur mit Mathematik. UnteeNRi IV ar-
beitete er wieder am Hof und knackte u.a. vergshelte
Botschaften an den spanischear{g PHILIP 1I. In sei-
nem Buchln artem analyticam isagogechnete er als
erster systematisch mit symbolischerdoGen.

FUr eine quadratische Gleichung + px + ¢ = 0 besagt er einfach, daR
die Summe der ésungen gleich-p und das Produkt gleichist. Das
hatten wir bereits in bei derdsung kubischer Gleichungen ausgenutzt,
um zwei Zahlen mit vorgegebenen Wertém Summe und Produkt zu
berechnen.

Diese Summen, die sogenannten elementarsymmetrisch&tidaian,
sind fur »-Werte im mittleren Bereich recht umfangreich, die beiden
Faller = 0 undr = n — 1 kbnnen aber gelegentlich ganitalich sein,
um Losungen zu erraten:
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Falls wir aus irgendeinem Grund erwarten, daf} alle Nultstegine
Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ganzzahlig sialgtfaus der
Tatsache, dald ihr Produkt gleich X)"q, ist, dald sie allesamt Teiler
vonag sein nissen. Auf3erdem ist inre Summe gleiefa, ;. (Wie wir
spater sehen weden, sind die ganzzahligen Nullstellen auah Tailer
von ay, wenn nicht alle Nullstellen ganz sind.)

Bei der Gleichungf(z) = 2 — 7z + 6 = 0 etwa, die uns i3 so viele
Schwierigkeiten machte, ist das Produkt aller Nullstekigeich —6;
falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nut, +2, +3 und £6

in Frage. Aus diesen acht Zahleriigsen wir drei (nicht notwendiger-
weise verschiedene) aughlen mit Produkt-6 und Summe null. Das
geht offensichtlich nur mit 12 und—3; Einsetzen zeigt, dal3 dies auch
tatsachlich Nullstellen sind.

Man beachte, dalR dieses Einsetzen unbedingt notwendiBaster
Gleichungg(z) = 2> — 6z + 6 = 0 Hatten wir genauso vorgehen
konnen und waren auf dieselben drei Kandidaten gekommen, aber
g(1) = Lg(2) = 2 undg(—3) = —3. Hier fuhrt aber die Bsungs-
formel aus§3 relativ schnell ans Ziel: Einsetzen der Paramgter—6
undgq = 6 in die Losungsformeliihrt zurachst auf

3 q q2 p3 3 3 3
= —=+ — +— = —3+ —_8=xxN-2=_—
u \/ > \/ T \/ 3+y/9-8=13-2 Y2

fur die reelle Wurzel; die erstedsung ist also

nEu- L=z 2=-Y2- VA

FUr die zweite und dritte &isung niissen wir mitup bzw.up anstelle
von v arbeiten und erhalten

x2=_m_%p:_m_ Vay  und
\/ép—\/—__\f \/pr,

was nach Einsetzen vgn= —1 + 31/3i undp = —3 — /3 auf die
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beiden komplexen&sungen

x2/3=—?\’[2<—}:|:£3i) - W(—}:F@z)

2 2 2 2
_V2+3VE V(Y2 VA)
= > + > 1

fuhrt. Natirlich erfullen auch diese Zahlen den Satz vorg}£, jedoch
hilft uns dieser nicht, sie zu erraten.

Auch die ebenfalls a8 bekannte Gleichung(z) = 2> —21:—20=0
laRt sich nach \ETE leicht ldsen: Hier ist das Produkt aller Null-
stellen gleich 20;falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nur
+1,+2 +4,£5 +£10 und 20 in Frage. Aus diesen W Zahlen
mussen wir drei (nicht notwendigerweise verschiedene) abkem mit
Produkt 20 und Summe null. Das geht offensichtlich nur it —4
und 5, und wieder zeigt Einsetzen, dal? dies auchdateh Nullstellen
sind.

Betrachten wir als @&chstes Beispiel das Polynom
f(zx) = z* + 1423 — 5202 — 142 + 51

mit a; = 51 = 3. 17. Da das Produkt aller Nullstellen diesen Wert
haben muf3, kommenfalls alle Nullstellen ganzzahlig sind &if diese

nur die Werte+1, £3, +17 und +51 in Frage. Vdre eine der Null-
stellend+51, mil3ten alle anderen den Betrag eins haben und die Summe
konnte nicht gleich-14 sein. Daher mul} eine Nullstelle Betrag drei und
eine Betrag 17 haben, die beiden anderen Betrag eins. Rrogiuknd
Summe—14 erzwingt dabei offensichtlich, dal3 sowohl +1 als audh
Nullstellen sind, aul3erdem17 und +3. Einsetzen zeigt, dal} alle vier
auch tatachlich Nullstellen sind.

Beim Polynom
f(x) = 28+ 272° — 318:% — 5400 — 10176:% + 27648 + 32768

schlieBlich ista, = 32768 = 2°; hier wissen wir also nur, daf’ — sofern
alle Nullstellen ganzzahlig sind — jede Nullstelle die Fati* haben
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mul3, wobei die Summe aller Exponenten gleich 15 sein muf3 iend d
Anzahl der negativen Vorzeichen gerade. Einsetzen zaét, d

-1, 2, -4, -8 16, -32
die Nullstellen sind.

Man beachte, daf} diese Vorgehensweise nur funktioniemnveas
Polynom lochsten Koeffizienten eins hat; andernfalls ist das Produkt
der Nullstellen gleich dem Quotienten aus konstantem Kaefften
und fuhrendem Koeffizienten mak(1)®"2°.

87: Symmetrische Polynome

Die elementarsymmetrischen Funktionensind Polynome, die sich
nicht ve@andern, wenn ihre Variablen in irgendeiner Weise permutier
werden. Solche Polynome bezeichnen wir als symmetrisch:

Definition: a) Die symmetrische Grupp®,, ist die Menge aller bijek-
tiver Abbildungen der Mengél, . . . ., n} auf sich selbst; ihre Elemente
heildenPermutationen.

b) Ein Polynomf in denn Variablen X, ..., X, heil3tsymmetrisch,
wenn {Ur jede Permutation € G, gilt:

FXrys s Xony) = F(Xy - X,0)

Der folgende Satz besagt, dal3 sich jedes symmetrisched?olgtarch
die elementarsymmetrischen auscken Al3t:

Satz: f sei ein symmetrisches Polynom i, ..., X, . Dann gibt es
ein Polynomg in n neuen VariablerYy, ...,Y, , so daf gilt

f(Xq,...,X,)= g(al(Xl, cey X))y o (X, - ,Xn)) :

BeweisZur Konstruktion vory ordnen wir die Monome;* - - - X~ le-

xikographisch an, d.h. das Monak{* - - - X¢» kommtvorXy* ... x/»,
wenn die erste von Null verschiedene Differenz- f. positiv ist. Daf
ein symmetrisches Polynom ist, mufd im ersten, dem sogegiaiihten-
denMonom,e; > e, > --- > e, Sein, denn wegen der Symmetrie muf3
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mit X7 --- X5 auch jedes MononX ;™™ - - - X~ vorkommen. Der
Koeffizient vonX;* - - - X< seia.

Das fihrende Monom vom, ist X - - - X;; setzen wiré, = e, —e; 4

furi = 1,...,n — 1 undé, = e,, hat dahewy - - - o°" ebenfalls das
fuhrende MonomX;* - -- X /.

Im der Differenzf, = f — aa‘fl ... ¢° heben sich somit dielihren-

den Monome weg, ung;; hat ein ﬂhrendes Monom, das kleiner ist
als X' --- X/ . Wir schreibenf = aal ...’ + f,;, wenden die glei-
che Konstruktlon an auf;, und so weiter. Da dielthrenden Monome
dabei immer kleiner werden und es nur endlich viele Mononi, gi
die lexikographisch kleiner sind als ein gegebenes Monoleediese
Konstruktion nach endlich vielen Schritten undickt f aus als Linear-
kombination von Monomen in den,. Das gesuchte Polynomist nun
einfach die entsprechende Linearkombination mit MonomeateinY’

an Stelle dev,.
|

Als Beispiel betrachten wir das symmetrische PolynomX3Y +XY?3.
Der filhrende Term isk®Y, wir haben alse; = 3 unde, = 1; damit ist
01 = 2 undé, = 1. Wir subtrahieren im ersten Schritt

oot = (X +Y)A(XY) = X3V +2X%Y2+ XY?
und erhalten
fi=f— (X3 +2X%Y?+ XY3) = —2X%Y?.
Da es nur ein Monom gibt, ist dieseghirend; wir haber; = e, = 2,
alsod, = 0 undd, = 2. Daher subtrahieren wir 205 und erhalten
f2=F+2(XY)*=0
Somit ist

_ 2 _ 2 2 _ 2 2
[ =oio,+ f1 =010, — 205+ [, = 070, — 205 .

Kombinieren wir den gerade bewiesenen Satz mit dem Wurzelsa
VIETE, besagt er, daR sich jedes symmetrische Polynom in den Null-
stellen eines Polynoms als Polynom in den Koeffizientenesbln Al3t:
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Satz: P sei ein symmetrisches Polynom #y, ..., Z,, und fur jedes
n-tupelz = (z4,...,2,) Sei

&) = xn +a$f)_1X”_1+---+a(f)X+agz) =(X—2z) - (X—-2)).

Dann gibt es ein Polynor® in neuen Variablei,, ..., A, _, mitder
Eigenschaft, dafiif allen-tupelz = (z4, ..., 2,,) gilt:

P(z) = Q(agz), . 7‘1512)—1) :

88: Die Diskriminante eines Polynoms

Die Losungsformel

2
_ D p= —4q
xl/z——éiiz

fUr eine quadratische Gleichurighirt genau dann auf zwei verschiedene
Losungen, wenn der Ausdruck unter der Wurzel nicht versathetin
Man bezeichnef\ = p? — 4q als dieDiskriminanteder Gleichung. Wir
wollen in diesem Paragraphen audhr Gleichungen éiheren Grades
eine entsprechende ®3e einfihren; sie soll genau dann verschwinden,
wenn die Gleichung mindestens eine mehrfache Nullstetle ha

Fur ein Polynom, das bereits als Produkt von Linearfaktora@tiegt,
lal3t sich so eine Diskriminante leicht konstruieren:

Definition: Die Diskriminante des Polynoms(— z;) - - - (X — z,,) ist

— . \2
A= ]G —2)%

i<

Fir die quadratische GleichungHrt dies auf

2
2 2
oy (P, VP A p VPt —49) L o
(551 552) (2 2 > 2 p 4q

wie oben.
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Dadurch, dal3 die Differenzen der Nullstellen in obiger Oeén quad-
riert werden, ist die Diskriminante unaiamgig von der Reihenfolge der
Nullstellen — was sie néatlich sinnvollerweise ohnehin sein muf3; sie
ist daher eine symmetrische Funktion der Nullstellen @it kich als
Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen undtdarden
Koeffizienten des Polynoms schreiben.

FUr das kubische PolynonX( — z;)(X — 2,)(X — z3) ist

_ 2 2 2
= (21 — 22) (21 — 23) (22 — 23)
= zfzz 22122z3 + 2123 221z2 + 22122z3 + 2z1z223 22123
+2225 + 2202525 — 6252525 + 225 2,25 + 2225

— 221252+ 2202525 + 2212523 — 2212523 + 2325 — 22573 + 2523

fast zu grausam, um damit weiter zu rechnen; da wir immer v@n d
Gleichung X3 + pX + ¢ ausgehen, fissen wir das zum Gtk auch
nicht: Nach dem Satz vonI¥TE ist die Summe der drei Nullstellen
gleich dem negativen Koeffizienten von?; da wir keinenX?-Term
haben ist diese Summe also null, kb= —z; — z,. Damit ist

A = (21— 2)7(221 + )7 (22, + 21)°
= 420 + 12232, — 32725 — 262325 — 32825 + 122,25 + 425
Nach dem Wurzelsatz vonikTE ist
P = 2129t 2123 F 223 = 2125 — 21(21 + 29) — 20(21 + 23)
=212 — (51 +2))° = —2F — 212, — 25
UNdq = — 212525 = 2120(21 + 2,) = 2525 + 2125 .

Wir gehen nun vor wie im Beweis des Hauptsataber symmetrische
Funktionen: Um im Ausdruckiir die Diskriminante den Termz4 zum
Verschwinden zu bringen, addieren wig4und erhalten (nach einiger
Rechnung) das Ergebnis

A +4p3 = —272125 — 542325 — 272325

addieren wir dazu noch 27, wird A +4p3+274% = 0. Die Diskriminante
des Polynomsy® + pX + g ist alsoA = —(4p® + 274%).



Kap. 1: Klassische Lésungsformeln 29

89: Der casus irreducibilis bei kubischen Gleichungen

Falls alle drei Nullstellen des kubischen Polynakfistp X +¢ mitreellen
Koeffizientenp, ¢ reell und verschieden sind, ist die Diskriminante als
Produkt von Quadraten reeller Zahlen positiv. In

i

(4 (5 =5+ 5= T = 35

2 3 4 27 108 108

negativ; in diesem Fall steht also unter der Quadratwuinel megative
Zahl, so daf3 einen nichtverschwindenden Imagiteil hat.Falls alle

drei Nullstellen reel sind, mul} also eine nichtreelle komplexe Zahl
sein. Man bezeichnet den Fall einer positiven Diskrimante beerein
kubischen Gleichung aus diesem Grund als @gsus irreducibilismit

der Irreduzibiliit von Polynomen, die wir bald betrachten werden, hat
dies nichts zu tun.

ist daher

Wir wollen unsuiberlegen, dal3 umgekehrt im Falle einer positiven Dis-
kriminante auch alle dreidsungen reell sein tissen. Dazu machen wir
einen trigonometrischen Ansatz, mit dem wir sie ohne Umialegy die
komplexen Zahlen rein reell bestimmedriaen.

Wir schreibenz = r cosp mit einer nichtnegativen Zahi und einem
Winkel ¢ zwischen 0 undr. Dann ist

x3+px+q =7"3003°’g0+p7“008g0+q.
Nach den BLERschen Formeln ist
(cosyp +ising)® = (e*¥)® = 3% = cos P +isin3p.
Andererseits ist nach dem binomischen Lehrsatz
(cosy +ising)3 = cos ¢ + 3i cog p sing — 3¢Sy Sit p — i SiM @ ;
durch Vergleich der Realteile sehen wir, dal3
cos 3p = coS ¢ — 3¢0syp Sirf ¢ = €oS ¢ — 3cosy(-(1 — cog ¢)
=4coS p — 3cosy
cos 3p + 3Ccosp
2 :

ist und damit co$yp =
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Somit ist
3

%(cos 3p +3Cc0Ssp) + prcosy +q

T3 3 2
=ZCOS3p+7“- (Zr +p> cosp +q=0.

Wir kdnnen diese Gleichung vereinfachen, wennm&o wahlen, daf3

die Klammer verschwindet: Mit = \/—4p/3 erhalten wir
4

%cos:ﬂp+q:0

: [ 27 | =27
und damltcosaz—ﬂ;:—@ _ﬁ:_% — -
r p p

r ist eine reelle Zahl, denn daA = 4p° + 274°> < 0 ist undg® > 0,
mul3p negativ sein. Aul3erdem hat der Ausdrugk €os 3 hochstens
den Betrag eins, denn sein Quadrat ist

q° —27 _ 274°

4 p3 T —ap3
wobei hier im Nenner eine positive und inaldler zumindest eine nicht-
negative Zahl steht. WegeA < 0 ist 2% < —4p>, also hat der

Bruch einen Wert zwischen 0 und 1, und obiger Ausdruck liegt z
schen -1 und 1. Somitdanen wir einen Winkep aus [Q 7] finden mit

cos3p = —q/2+/—27/p3.

Tatsachlich finden wir dann nicht nur einen Winkel, sondern ditein
cos 3p nimmt im Intervall [Q 7] jeden Wert aus+1, 1] dreimal an:
Ist o, € [0, 3] der kleinste solche Winkel, sind, 3 = £7 + ¢, die
beiden anderen. Die dretisungen der gegebenen Gleichung sind also

) _ —27
x; =1 COSp; = \/Tp COSp; Mit Ccos3p, = —% —
p

und sie sind allesamt reell.

Man beachte, dafl3 wir hier nicht nur Grundrechenarten undz&ur
verwenden, um die, auszudiicken: Um die Winkelp, zu bestimmen,
brauchen wir den Arkuskosinus und zur Berechnungagerusatzlich
noch den Kosinus.



