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12. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (4 Punkte)Zeigen Sie: Jede endlihe Gruppe G mit gerader Ordnung enth�alt mindestens eine Involu-tion, d.h. ein Element g 6= 1 mit g2 = 1. (Hinweis: Betrahten Sie die Menge aller x ∈ Gmit x 6= x−1, und zeigen Sie, da� deren Elementanzahl gerade ist!)
Aufgabe 2: (6 Punkte)a) Finden Sie alle Nullstellen des Polynoms

X6 − 2X5 − X4 + 4X3 − 10X2 + 16X − 8 !b) Finden Sie ein Polynom f ∈ Z[X] vom Grad sehs, das √2, √3 und √
5 als Nullstellen hat!) Ist f dadurh eindeutig bestimmt?

Aufgabe 3: (6 Punkte)Wie viele nat�urlihe Zahlen x ≤ 1000 gibt es, f�ur die
x ≡ −2 mod 27und x ≡ +2 mod 37ist? Bestimmen Sie diese Zahlen!

Aufgabe 4: (6 Punkte)a) Bestimmen Sie den Inhalt des Polynoms 10X6 − 360, und zerlegen Sie es in Z[X] in seineirreduziblen Faktoren! Beweisen Sie dabei die Irreduzibilit�at der polynomialen Faktoren.b) Wie sieht die entsprehende Zerlegung in Q[X] aus? Welhe der �uber Z[X] irreduziblenPolynome lassen sih weiter zerlegen?) Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen des Polynoms!
Aufgabe 5: (8 Punkte)a) Bestimmen Sie ein Polynom f ∈ Q[X] von m�oglihst kleinem Grad derart, da� x =

√
2+

√
5im Zerf�allungsk�orper von f �uber Q liegt!b) Zeigen Sie, da� √

2,
√

5 und √
10 in Q(X) liegen!) Welhen Grad hat Q(x) �uber Q?d) Ist Q(x)/Q Galoissh?e) Bestimmen Sie alle K�orper K mit Q < K < Q(x)!

Keine Abgabe – Semesterende


