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6. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (6 Punkte)
G sei eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Zeigen Sie:
a) Fiir jedes g € G ist U9 = g~ 'Ug eine Untergruppe von G.
(5}

b) Der Durchschnitt aller Untergruppen U¢ ist ein Normalteiler von G.

c) H={g € G| U9 = U} ist eine Untergruppe von G.

d) U ist ein Normalteiler von H.

e) Die Anzahl verschiedener Untergruppen UY ist gleich dem Index von H.

f) U sei eine maximale Untergruppe von G, d.h. aufler G selbst gibt es keine Untergruppe
von G, die U echt enthilt. Falls es ein g ¢ U gibt, fiir das g~ 'Ug = U ist, ist U ein
Normalteiler von G.

Aufgabe 2: (5 Punkte)

a) Zeigen Sie, da8 die Abbildung ¢:R[X] — R, die jedem Polynom f € R[X] den Funktions-
wert f(1) zuordnet, ein Homomorphismus ist, und bestimmen Sie Kern und Bild von ¢!

b) Zeigen Sie, da8 die Abbildung 1: R[X] — C, die jedem Polynom f € R[X] den Funktions-
wert f(i) zuordnet, ein Homomorphismus ist, und bestimmen Sie Kern und Bild von !

Aufgabe 3: (5 Punkte)

a) R und S seien Ringe. Die direkte Summe R @ S von R und S ist die Menge R x S mit den
beiden Rechenoperationen

(r1,81) + (r2,82) = (r1 + 72,81 +s2) und (rq,s1)-(r2,52) = (171 -712,871 -52).

Zeigen Sie, dafl auch R @ S ein Ring ist!
b) Nun seien R und S kommutative Ringe. Ist dann auch R @ S ein kommutativer Ring?
c) Nun seien R und S Integritdtsbereiche. Ist dann auch R @ S ein Integritdtsbereich?
d) Zeigen Sie: R[X]/(X? —1) 2 RIX]/(X+ 1) @ RIX]/(X—1)!

Aufgabe 4: (4 Punkte)
a) Ist R[X,Y], der Ring aller reeller Polynome in zwei Variablen X,Y, ein Hauptidealring?

b) R seiein Hauptidealring. Kann es eine unendliche Kette von Idealen Iy, ;,... geben derart,
daf} jedes Ideal Iy, echt in I} enthalten ist fiir alle k e N7
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